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O calculo variacional é uma ferramenta poderosa para resolver problemas de otimizagao em
sistemas dindmicos, com aplicagoes em fisica, engenharia e outras &reas. Nesta proposta, apresen-
tamos uma extensao do célculo variacional classico para tratar problemas com condigao inicial fixa
e condicao final livre, onde a condic¢ao inicial € modelada como um numero fuzzy. A abordagem
utiliza a extensdo de Zadeh [1] para generalizar a solucao classica e acomodar incertezas presentes
na condicao inicial.

Diniz [2] estudou o problema de calculo variacional e controle 6timo com condigao inicial fuzzy,
porém a condigao final era previamente determinada, ou seja, foi verificado que o minimo local de
um problema de calculo variacional com condi¢do inicial fuzzy
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com T, fuzzy, é a extensido de Zadeh da solugdo classica em relagao a condicao inicial (baseado em
uma determinada relagdo de ordem).

No entanto, existem situagoes onde a condicao inicial nao é previamente conhecida. Nesse
sentido, o principal objetivo deste trabalho é estender os resultados de [2] para o caso em que a
condicdo final do problema de célculo variacional ndo é previamente especificada. Buscamos de-
monstrar que, mesmo com a condicao final livre, a solucao 6tima continua sendo dada pela extensao
de Zadeh da solugao classica em relagao a condicao inicial fuzzy. Especificamente, analisamos o
seguinte problema:
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A ideia é que, supondo que para cada zg € [z§,zE] o problema classico tenha solu¢io 6tima
(tinica), entdo podemos definir a aplicacio que a cada g € [z}, x{?] associa a solugdo 6tima x*(t)
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Definigao 1. Definimos a extensao de Zadeh de p como solugdo do problema de cdlculo variacional

(2).

No contexto da teoria dos nimeros fuzzy, é essencial estabelecer ferramentas matematicas ade-
quadas para lidar com problemas de otimizagao. A definicdo da extensao de Zadeh, fundamentada
no célculo variacional, fornece uma base sélida para tratar fungoes e operagoes envolvendo niimeros
fuzzy. Contudo, para formalizar a abordagem, é necessario definir previamente a relagao de ordem
utilizada no espago fuzzy, bem como o conceito de minimizador, que desempenha um papel crucial
na anélise de problemas variacionais em nosso contexto.

Definicao 2. Sejam u e U numeros fuzzy. Dizemos que u < 0(u < V) se e somente se [u]* <
[O]*([u]® < [v]%), respectivamente) para todo «.

Definicao 3. Seja (M,d) um espago métrico e P um conjunto parcialmente ordenado seqgundo a
relagdo de ordem =, . Considere uma funcio f : M — P ex* € Q C M. Dizemos que * € um
minimizador local de f quando existe um 6 > 0, tal que, f(x*) <, f(x), para todo x € B(xz*,d)NAQ.
Caso f(z*) =, f(x), para todo x € P, x* é dito minimizador global de f em P. .

Em [3] foram desenvolvidos todos os resultados necessarios para que pudéssemos demonstrar o
Teorema 1, que constitui o principal teorema deste trabalho. Ele consolida a proposta de extensao
do célculo variacional classico para o caso em que a condicao inicial é fuzzy e a condigao final é
livre, reafirmando que a solucéo 6tima obtida corresponde a extensao de Zadeh da solucéao cléssica.
Trata-se, portanto, da principal contribuigao teérica deste estudo.

Teorema 1. Seja o problema

in  J(x)= [Y[F(t,x, )] dt
Lo (x) = [, [F(t,z,1)]

z(0)=2z0 e x(ty)  livre
com Ty € Fr. Se
o F(t,x, &) for continua em relagdo a todas as varidveis;

e O funcional J(x) for convero;

e A solucio do problema cldssico for continua em relagdo a o € [zk,zl] e mondtona néo-

decrescente com relagdo a condigdo inicial.

Entao T*(t,T9) € minimizador do Problema (/) para toda T(t,To) pertencente ao conjunto vidvel
de (4) conforme a defini¢io de minimizador dada em 3.
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