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O modelo epidemiolégico SIR foi proposto por Kermack e McKendrick em 1927, o qual divide
a populagdo em trés categorias: Suscetivel, Infectado e Recuperado (ou Removido). Neste modelo,
sao utilizados dois parametros: 3, que representa a taxa de transmissao, e 7y, que indica a taxa de
recuperacao dos individuos. O modelo SIR é descrito pelas equagoes

S'(t) = —BSI
I'(ty =pBSI—~I. (1)
R'(t) =~I

Os operadores fracionarios apresentam o chamado efeito de memoria. Assim, para calcular uma
derivada ou integral fracionaria no instante ¢ = ¢;, é necessario conhecer valores anteriores. De
fato, ao considerar a integral fracionaria de Riemann-Liouville (g1 J)

RLIEF(t) = %a) / ()t — ), (2)

percebe-se que, para determinar o valor da integral em ¢ = ¢1, é imprescindivel conhecer os valores
da integral para t € (0,¢;). As derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e de Caputo
s@o definidas com base na integral apresentada (2), e, por conseguinte, também exibem essa mesma
caracteristica de memoria.

Para explicitar o efeito de memoria presente nesses operadores, Barros et al.escreveram esses
operadores na forma de esperanga matematica [2]:

R TP 0) = o EUCU): oD f0) = s B (W)€ (0.1)
RiDFF(O) = s EF W)+ s EL 0V a € (0.1),

I'l—«) I'3—aw)
em que U, V e W sdo variaveis aleatorias seguindo as distribui¢gbes Beta U ~ B(1,«),
V ~ B(2,1 —«a) eW ~ B(l,1 — ), explicando assim a memoria do tipo histerese, que é
caracterizada pela necessidade de todo o histérico para o conhecimento do presente.

Ao substituir o kernel da derivada fracionéaria de Caputo por uma funcao exponencial, obtem-se
a derivada fracionaria de Caputo-Fabrizio, expressa por [3]

erD2s(0) = " [ ey (-1250-n) o, 3)

I to 1l-«a
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em que m(«) é uma fungdo normalizadora satisfazendo m(0) = m(1l) = 1, classificado como
derivada fracionéria [1] ou nao [4]. Neste trabalho, seguiremos a denominacao de [1].

E possivel expressar este operador também na forma de esperanca e, a partir disso, demonstrar
que, nesse caso, a memoria tem a caracteristica de delay ou janela.

Ao escrever esses operadores na forma de esperanga matemaética, torna-se possivel realizar suas
analises dimensionais. Dessa forma, a integral de Riemann-Liouville possui dimenséo [T%], as
derivadas de Riemann-Liouville e Caputo possuem dimenséao [T~%] enquanto a de Caputo-Fabrizio
apresenta a mesma dimensao da derivada classica, [T].

Ao trocar a derivada classica do Sistema (1) pelas derivadas fracionarias, os parametros (3 e =y
precisam ser redimensionados, fazendo com que as equagoes do novo modelo sejam dimensional-
mente compativeis. Desse modo, os modelos fracionarios sao [5]

cDiS(t) = —-p°s1 crDpS(t) = —2SI
oDPI(t) =pBSI—~1 e orDPI(t) =2ST—21.
cDPR(t) =~1 crDER(t) =21
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Figura 1: Ajuste dos modelos SIR fracionarios — COVID-19 na Suica. Fonte: Autores.

A Figura 1 ilustra o ajuste dos modelos fracionarios apresentados aos dados de infectados por
COVID-19 na Suica, evidenciando a eficacia dessas abordagens.
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