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RESUMO

A seleção de carteiras de investimentos é considerada um dos principais problemas em finanças e
está diretamente relacionada à Teoria Moderna de Portfólio, que envolve conceitos fundamentais como
risco de ativos, retorno esperado de investimentos, correlação entre ativos e diversificação, que podem
ser descritos através de conceitos da probabilidade e estatística. Uma solução para o problema de escolha
de carteira de investimentos foi proposta por Harry Max Markowitz [4] em 1952, introduzindo a Teoria
Moderna de Portfólio, e desde então é fonte de pesquisa e base de estudos em diversos trabalhos na área
econômico-financeira.

A Teoria Moderna do Portfólio foi desenvolvida para dar apoio a decisões sobre a distribuição de
recursos em carteiras de investimento de ativos financeiros, com o objetivo de definir, dado um con-
junto de ativos, como estes devem fazer parte da carteira de investimentos. Isto é, em que proporção,
αi(i = 1, ..., n), estes ativos devem ser ponderados, de forma a maximizar a utilidade esperada, alcan-
çando assim a satisfação máxima do investidor relacionada ao retorno φ =

∑n
i=1 αixi da carteira de

investimento.
Para Markowitz, a escolha da carteira está diretamente relacionada a dois fatores importantes: o

risco e o retorno. O retorno esperado da carteira E[φ] é a média dos retornos esperados dos ativos e seu
risco é mensurado pelo grau de volatilidade associado aos retornos esperados, ou seja, pela variância da
carteira var[φ]. A escolha da carteira está na determinação do vetor ~α. Desta forma o retorno esperado
da carteira de investimento será:

E[φ] =
n∑
i=1

αiE[xi] = αTR.

Markowitz definiu o risco de uma carteira de investimentos como sendo:

var[φ] =
n∑
i=1

n∑
j=1

cov[xi, xj ]αiαj = αTM2α

onde M2 = (cov(xi, xj)) é a matriz de covariâncias entre os ativos, uma medida do grau de interdepen-
dência numérica entre as variáveis aleatórias.

Uma carteira de investimentos se apresenta bem equilibrada, quando é observada a diversificação,
através da combinação de ativos que tendem a se mover em direções opostas, de tal forma que o risco
global da carteira seja menor do que a soma dos riscos dos ativos isoladamente.
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Supondo que o investidor busca maximizar o retorno de sua carteira a certo risco aceitável, ou mini-
mizar o risco para um retorno desejado estabelecido, carteiras de investimento que apresentam este perfil
são ditas carteiras eficientes.

Em Markowitz, o problema de seleção de carteiras de investimento é um problema de otimização
quadrática que utiliza método de máximos e mínimos com restrições. Para o caso em que se deseja
minimizar a variância da carteira de investimentos para um retorno desejado fixado, as restrições do pro-
blema serão: o retorno esperado da carteira fixado por um valor, e o somatório dos pesos de distribuição
do investimento ser igual a 1.

De acordo com Athayde e Flores [1], desde Mandelbrot [3], os economistas sabem que a distribuição
dos retornos de um ativo raramente segue o padrão de uma distribuição normal. A distribuição normal é
inteiramente descrita por seus parâmetros de média e desvio padrão. Logo um modelo com base apenas
em média e variância, pressupõe uma distribuição normal.

Desta forma, a abordagem de Markowitz para seleção de carteiras de investimento poderá não ter o
alcance desejado. Sob essa perspectiva, o modelo de determinação de carteiras eficientes proposto por
Athayde e Flores [1] incorpora momentos de ordem superior.

Com uma abordagem inovadora, Athayde e Flores apresentam uma nova perspectiva, incorporando
ao modelo original a assimetria da carteira, o que torna os resultados mais consistentes. Ao considerar
momentos de ordem superior, a utilidade esperada ainda é maximizada, incorporando agora o terceiro
momento central, que corresponde à assimetria do retorno da carteira. Athayde e Flores [1] admitem que
os momentos de ordem ímpar devem ser maximizados e os de ordem par, minimizados. O resultado de
dualidade apresentado por Athayde e Flores [1] (Duality Lemma, p. 1338) garante que o problema de
seleção de carteiras de investimentos para n ativos de risco e um livre de risco é equivalente à determi-
nação de um portifólio de variância mínima dados um retorno esperado E(rp) e uma assimetria σp3 . Tal
portfólio é obtido pela minimização do Lagrangiano:

min
α
L = αtM2α+ λ1[E(rp)− (αtM1 + (1− αt1)rf )] + λ2(σp3 − αtM3(α⊗ α)),

onde M1,M2 e M3 denotam as matrizes contendo os retornos médios, as covariâncias e as assimetrias
dos n ativos de risco e rf denota a taxa de retorno do ativo livre de risco. Além disso, 1 denota o vetor
n × 1 formado por 1’s, α ∈ Rn é o vetor de pesos para os ativos que compõem a carteira e ⊗ denota o
produto de Kronecker.

Em [1], Athayde e Flores indicam que a solução do problema de seleção de carteiras eficientes pode
ser modelada via um problema de ponto fixo. O objetivo central do nosso projeto de pesquisa é precisar
matematicamente, com a utilização de análise convexa, o uso de teoremas de ponto fixo na solução do
problema de maximização da utilidade esperada associado a modelos de seleção de carteiras eficientes.
Analisamos matematicamente o modelo proposto por Athayde e Flores para determinar carteiras efici-
entes para n ativos com risco e um livre de risco quando são considerados os três primeiros momentos.
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