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O calculo fracionario é uma area relativamente recente da matemética, e que vem ganhando
destaque nas ultimas décadas. Um dos principais interesses nesse tema de estudo é a aplicacao de
derivadas fracionarias em equagoes e modelos matematicos, com o objetivo de ampliar as possi-
bilidades de interpretagoes e solugdes do problema, como em [2]. Ao fracionalizar um modelo, é
comum substituir a derivada classica por uma derivada fracionéria, e utilizar a sua ordem como
um parametro. Neste trabalho, apresentaremos uma forma construtiva de obter uma equagao fra-
ciondria, proposta por [1], e que nos leva a defini¢do de um novo operador fracionario. Para isso,
trataremos da seguinte EDO:

y'(t) = —ry(t) +g(t) R O N p—
{y(o)yo = wo-[ o(r)dr + 30 (1)

Nesse problema, chamaremos a funciao e~ de niicleo da equacdo. Caso alterassemos o nicleo,
a EDO também seria alterada. Nosso objetivo entdo é escolher uma fungdo K (t) que ao ser
considerada como o novo nucleo ird definir uma equacao fracionaria. Dessa forma, consideramos:

n

> z
K(t)=e ™' Ey(—r{t*), onde 7 +ro=1, r1,19>0, e E.(2)= Z —_—
— Tlan+1)

(2)
E.(z) é a fungdo de Mittag-Leffler de um pardmetro, conhecida como a generalizagdo da fungao
exponencial. Este niicleo é composto por €72t e E,(—r%t%), que trazem dois novos parametros
para a equagdo, « e r1 = 1 — ro. Dessa forma, com a solugao y(t) = fot K(t—7)g(r)dr + yoK(1),
podemos estabelecer uma nova equagao fracionéria, dada por:

(1) =g(t) = D[y(®)],  “D[y(t)] = ray(t) + rie " FEDI [ty (1) (3)

Sendo D'~ [y(¢)] a derivada de Riemann-Liouville, definida como:

"D )] = g ) ()

O operador *D® é interessante do ponto de vista de aplicagdo em modelos, uma vez que a forma
de obté-lo é construtiva a partir do niicleo da equacao. Ele pode ser interpretado como uma soma
ponderada entre a fungao e a sua derivada de Riemann-Liouville com peso exponencial, que varia
entre o caso cléssico e o fracionario ao alterar o valor de ;. Por conta disso, estudamos algumas de
suas propriedades em fungoes fundamentais. Como exemplo, utilizamos a fungao h(t) = e~ "2¢H,
obtendo:

* o _ ,—Tat w a]'—‘(:u+1) p—1l+a
Deh(t)] =e <r2t + 7 7F(u+a)t 1+ > (5)
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Além de possuir um decaimento exponencial para ro # 0, o comportamento da fungao (5) proximo
a t = 0 pode ser dividido em trés casos, dependendo da relacao entre u e . No primeiro caso,
representado na figura 1(a), em que u < 1 — «, h(t) ndo esta definida para ¢t = 0. Essa propriedade
ocorre quando aplicamos a derivada de Riemann-Liouville em fung¢bes que nao convergem para
0 com ordem maior ou igual a 1 — a quando ¢t — 0, o que pode causar dificuldades ao resolver
problemas numéricos. Um exemplo importante desse caso é o das fungoes constantes nao nulas,
nas quais a derivada de Riemann-Liouville ndo se anula. Para y = 1 —a, temos h(0) = r{T'(2 — «),
logo a fungdo possui um valor inicial bem definido, como na figura 1(b). E quando u > 1 — «,
tem-se h(0) = 0, caso da figura 1(c). Essas caracteristicas podem surgir ao trabalhar com solugoes
de equagoes diferenciais, e permitir uma melhor compreensao do modelo que esté sendo estudado.
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(a) p=04<1l-a by p=08=1—« (e)p=12>1—-«
Figura 1: Graficos da fungdo h(t) utilizando o = 0.2. Fonte: dos autores.

A utilizagdo do operador fracionario em equacgoes diferenciais abre diversas possibilidades de es-
tudos em modelos do ponto de vista do calculo fracionario, com o conceito de efeito memoria
podendo ser melhor explorado nesses casos, e como as interpretagoes fisicas serdo afetadas. Com
os resultados observados neste trabalho, pretendemos estudar o comportamento de tal operador
em modelos ja conhecidos, e com isso compreender melhor as propriedades de * D®.
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