Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 12, n. 1, 2026.

Trabalho apresentado no XLIV CNMAC, Fundagéo Getulio Vargas - Rio de Janeiro - RJ, 2025.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Efeitos do Ruido Multiplicativo em Sistemas Dinamicos
Biestaveis

Sara C. Q. Valente! Rodrigo C. L. Bruni?
PPG-CompMat/UERJ, Rio de Janeiro, RJ
Daniel G. Barci®

IF /UERJ, Rio de Janeiro, RJ

Zochil G. Arenas*

IME/UERJ, Rio de Janeiro, RJ

Muitos sistemas dindmicos apresentam multiplos estados de equilibrio separados por barreiras
de potencial, nas quais a ativagao térmica pode promover transigoes entre eles. Um modelo cléssico
para descrever esse fendmeno consiste em uma particula sujeita a um potencial biestavel U(z),
cuja dindmica é governada pela equacao de Langevin com ruido branco aditivo. A taxa de escape,
também conhecida como taxa de Kramers, quantifica a transicao entre os minimos do potencial e
constitui um parametro essencial na dindmica do sistema.

Para potenciais simétricos e no regime de ruido fraco, i.e. 02 < AU, a taxa de Kramers é dada

por [4]:
Fodd = V wnnn‘wmaw| 6_% ’ (1)
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onde a altura da barreira é dada por AU = U(Zmaz) — U(Zmin), COM Tinaz € Tmin correspondendo,
respectivamente, as posi¢does do méximo e minimo do potencial. A intensidade do ruido é dada por
02 e as curvaturas locais nos minimos e maximos do potencial sa0 wWyin € Wmae, respectivamente.
Extensdes recentes da equagio (1) para sistemas com ruido multiplicativo [6] consideram uma
funcao de difusao dependente do estado. Nesse contexto, a escolha da prescricao estocastica é
crucial, pois afeta diretamente a dindmica do sistema [3] e pode influenciar fenémenos fisicos
importantes, como a ressonancia estocéstica [2].
Embora a taxa de Kramers tenha sido amplamente estudada para potenciais simétricos, sis-
temas reais frequentemente apresentam potenciais assimétricos, o que introduz novos desafios na
descri¢ao da dindmica de escape. Neste trabalho, propomos uma formulagao analitica para a taxa

de escape em sistemas com ruido multiplicativo e potenciais assimétricos |7], dada por:

_9n)? (Vo] 2 O] 2t
- S = A 2)
T

r

2 21

onde a altura da barreira do potencial de equilibrio associada aos minimos z =a e z = b ¢ AUZ, e
AU é’q. As curvaturas locais correspondentes sdo @, e @y, enquanto a curvatura local associada ao
maximo e a funcao de difusdo correspondente sao denotadas por &y, e g(z,,), respectivamente.

A expressao (2) destaca a contribuigdo simultinea de ambos os minimos locais para a taxa de
Kramers. Ela foi obtida a partir do calculo das probabilidades condicionais de transicao entre esta-
dos metaestéveis, utilizando técnicas de integrais de caminho e expansao instanton-anti-instanton,
validas no regime de ruido fraco e tempos longos.
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A dinamica do sistema foi simulada utilizando o método de Euler-Maruyama [1] para a equagao
de Langevin na prescrigao de Ito [5]:

dv 1 dU (x)

o = 50 (@)= + otag(a)g (@) + g(x)n(t). (3)

1 1
com U(x) = Zx‘l - 53:2 +preg(r)=1+Xx? onde 0 <A <1e0<ac<l,sendo consideradas

8 x 10* trajetérias estocasticas.

Com o auxilio das simulagGes, calculou-se a média de x, verificando-se sua rapida convergéncia
para o valor de equilibrio. Verificou-se também a dependéncia da taxa de decaimento de acordo
com diferentes prescrigoes estocésticas (Ito, Stratonovich e cinética) bem como a boa concordancia
entre previsoes teoricas e dados simulados, independentemente do ruido ou da prescrigdo. Os
resultados nao apenas generalizam a taxa de Kramers para potenciais assimétricos, ampliando
sua aplicabilidade a sistemas reais, mas também destacam a relevancia do potencial de equilibrio
Ueq(x) na dindmica estocastica. Além disso, evidenciam a influéncia das prescrigdes estocasticas
em observaveis como as taxas de decaimento.
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