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RESUMO

O cálculo de ordem não inteira, popularmente conhecido como cálculo fracionário, pode ser visto como
uma generalização da diferenciação e integração usuais, isto é, a passagem de ordem inteira para ordem
não inteira, ou mesmo complexa.
Este trabalho tem por objetivo discutir e resolver uma equação diferencial fracionária, em particular, a
equação diferencial que generaliza o problema do oscilador harmônico clássico.

1 Derivada fracionária segundo Caputo

A equação diferencial fracionária do oscilador harmônico é, [4]

dαx(t)

dtα
+ ω2x(t) = 0,

com ω2 = k
m , onde k é uma constante,m a massa, α um parâmetro e satisfazendo as seguintes condições

iniciais

x(0) = x0, x′(0) = 0.

Consideramos o parâmetro 1 < α ≤ 2, de modo que, no caso em que α = 2 recuperamos a solução
do oscilador harmônico clássico. A derivada de ordem α é uma derivada no sentido de Caputo, [1].

Definição 1.1. A derivada fracionária de ordem α ∈ C, no sentido de Caputo, à esquerda, é definida por

C
aD

α
t f(t) = aJ

n−α
t Dnf(t)

com n = [Re(α)] + 1, onde [Re(α)] significa a parte inteira de Re(α), ou seja,

C
aD

α
t f(t) = ∗D

α
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

Dn[f(u)]

(t− u)α−n+1
du, Re(α) > 0, a ∈ R

onde Dn[f(u)] = dnf(u)
dun é a derivada n de ordem inteira e Jn−α é a integral de ordem fracionária.

2 Funções de Mittag-Leffler

Assim como a função exponencial é solução de equações diferenciais com coeficientes constantes, a
função de Mittag-Leffler, por ser uma generalização da função exponencial, é solução de equações dife-
renciais fracionárias com coeficientes constantes. A função de Mittag-Leffler de um parâmetro é definida
da seguinte maneira, [2, 3].
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Definição 2.1. A função de Mittag-Leffler de um parâmetro, denotada por Eα(z), conforme introduzida
por Mittag-Leffler é uma função complexa que depende de um parâmetro complexo, α, onde Re(α) > 0,
na forma de uma série

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kα+ 1)
.

3 Oscilador harmônico fracionário

Aplicando a transformada de Laplace na equação diferencial fracionária do oscilador harmônico e utili-
zando as condições iniciais, temos que a solução é dada por

x(t) = x0Eα(−ω2tα)

cuja representação gráfica é, para diferentes valores do parâmetro α
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4 Conclusão

Utilizando a metodologia da transformada de Laplace resolveu-se a equação diferencial fracionária que
descreve o problema do oscilador harmônico fracionário, uma generalização do caso clássico. Para
melhor visualização da solução esboçamos um gráfico para distintos valores do parâmetro associado à
ordem da derivada. No particular caso em que este parâmetro é igual a 2 recuperamos o caso do oscilador
harmônico clássico.
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