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RESUMO

A metodologia da transformada de Laplace desempenha papel central na procura de uma solução
particular de uma equação diferencial [1]. Essa transformada é uma ferramenta poderosa para resolver
e discutir um problema de valor inicial composto por uma equação diferencial tanto ordinária quanto
parcial, especialmente com coeficientes constantes [9].

Assim como o cálculo de ordem inteira tem a ele associado uma classe de funções, o cálculo fra-
cionário, nomenclatura dada ao cálculo de ordem arbitrária, tem a ele associado algumas funções. Dentre
as funções relacionadas ao cálculo fracionário a função de Mittag-Leffler merece destaque, pois esta de-
sempenha um papel fundamental na solução de equações diferenciais fracionárias, surgindo naturalmente
na solução dessas equações [2]. Uma equação diferencial fracionária pode ser interpretada como uma
possı́vel generalização de uma equação diferencial ordinária. Do mesmo modo que a função exponen-
cial é solução de equações diferenciais lineares com coeficientes constantes, a função de Mittag-Leffler é
solução de equações diferenciais fracionárias lineares com coeficientes constantes. E, portanto, a função
de Mittag-Leffler pode ser interpretada como uma generalização da função exponencial. Neste trabalho,
a função de Mittag- Leffler é introduzida de forma pedagógica por meio da transformada de Laplace.

A transformada de Laplace da função exponencial é dada por

L [eµt] =

∫ ∞
0

e−steµtdt =
1

s− µ
, (1)

sendo Re(s) > µ. Derivando n (n ≥ 0) vezes a Eq.(1) obtemos

L [tneµt] =

∫ ∞
0

e−sttneµtdt =
n!

(s− µ)n+1
. (2)

Consideremos g(t) =

∞∑
k=0

ak(µt
α)k, com α ∈ R∗+ e ak coeficientes a serem determinados. Observe-

mos que a função g é uma generalização da função exponencial, pois basta tomar α = 1 e ak = 1
k! para

obtermos g(t) = eµt. Tomando s = 1 e n = 0 na Eq.(2) queremos encontrar os coeficientes ak para que
a seguinte equação seja válida∫ ∞

0
e−tg(t)dt =

∞∑
k=0

akµ
k

∫ ∞
0

e−ttαk =
1

1− µ
.

Usando a definição da função gama temos
∞∑
k=0

akµ
kΓ(αk+ 1) =

1

1− µ
, sendo |µ| < 1 concluı́mos,

através do conhecimento de série geométrica, que akΓ(αk + 1) = 1, portanto g(t) =
∞∑
k=0

(µtα)k

Γ(αk + 1)
.

∗Estudante de doutorado.
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Essa função é denotada na literatura por Eα(µtα), a chamada função de Mittag-Leffler, introduzida em
1903 por Mittag-Leffler [4].

Portanto temos,
∫ ∞
0

e−tEα(µtα)dt =
1

1− µ
. Introduzindo as mudanças t → st e µ → µs−α,

obtemos a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler,∫ ∞
0

e−stEα(µtα)dt =
sα−1

sα − µ
. (3)

Utilizando a Eq.(3) podemos escrever a respectiva transformada de Laplace inversa

L −1
[
sα−1

sα − µ

]
= Eα(µtα),

Várias generalizações das funções de Mittag- Leffler foram propostas desde 1903. Em 1905 Wiman
[10] generalizou essa função para dois parâmetros. Em 1971 Prabhakar [5] introduziu a chamada função
de Mittag-Leffler com três parâmetros. Shukla e Prajapati [7] em 2007 introduziram a função de Mittag-
Leffler com quatro parâmetros. Em 2012, Salim e Faraj [6] definiram uma função de Mittag-Leffler com
seis parâmetros. E, recentemente, em 2013, Khan e Ahmed [3], introduziram uma função de Mittag-
Leffler de cinco parâmetros.

Uma continuação natural deste trabalho é discutir e estudar as propriedades das chamdas funções
k-Mittag-Leffler [8].
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