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Sejam K um corpo de ntimeros de graun > 1 e a € K. O elemento a é chamado um inteiro
algébrico se é raiz de um polinémio ménico com coeficientes em Z. Seja Ok o anel dos inteiros
algébricos de K, ou seja, o conjunto

Ox ={a € K: tal que a ¢ raiz de um polindémio moénico f(x) € Z[z]}.

O anel Ok é um Z-moédulo livre de posto n e uma base de Ok é chamada de uma base integral de
K. [1] Um reticulado L C R™ de dimensio k é definido como L = BZ* onde 1 <k <n e B é uma
matriz n X k de posto k. Um reticulado L possui posto completo se k = n.

Os reticulados sao estruturas geométricas amplamente utilizadas em aplicagoes de problemas
como empacotamento esférico, codigos e criptografia pos-quéntica. Uma maneira de obter reti-
culados é utilizando ferramentas da Teoria Algébrica dos Numeros e os calculando a partir de
corpos de numeros; estes reticulados sao chamados reticulados algébricos. Ha vérias propriedades
que podem ser exploradas na Teoria dos Reticulados, como por exemplo os reticulados ciclicos,
que recentemente apareceram em trabalhos de criptografia [3] [4]. Essa aplicagdo na criptografia
baseada em reticulados motiva o estudo mais aprofundado deles, como o que foi feito em [2].

Considere Ry o conjunto dos nimeros reais positivos e O,(R) o grupo das matrizes reais
ortogonais n x n. Dois reticulados em R™, L; e Lo, sao ditos similares, se existe « € Ry e
U € O,(R) tais que Ly = aUL;. Denotamos dois reticulados similares por Ly ~ Lo.

Nosso principal objetivo, neste trabalho, sdo os reticulados ciclicos, que sao definidos da seguinte
forma: Um reticulado L C R™, ndo necessariamente de dimensao completa, é chamado de ciclico
em R" se é fechado sob a operagao linear rotacao shift p : R® — R", dada por

plci,cay .. ycn) = (enyClyeeyCn1), (1)

isto é, se p(L) = L. A propriedade de ser ciclico ndo é preservada sob a relagdo de similaridade.
. . . . . 1 -

Um contraexemplo é o reticulado inteiro Z2 que é ciclico e similar ao reticulado L‘ la} 72, que

por sua vez nao é ciclico para nenhum a ¢ Q.

A conexao entre similaridade e reticulados ciclicos é dada pelo fato de que um reticulado do
posto completo L C R™ é similar a um reticulado ciclico se, e somente se, L tem uma isometria
com o polindmio minimal " — 1. Esse resultado é facil verificagdo, uma vez que o operador p é
uma isometria cujo minimal é ™ — 1, isto é, p” = I e nenhum polinémio de grau menor que n
anula p.

Uma classe importante de reticulados sao obtidos via o anel de inteiros de um corpo de ntimeros,
por isso é interessante verificar sob quais hipoteses esses reticulados sao ciclicos.
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Seja K um corpo de ntimeros de grau n = ry + 2r, com os monomorfismos
01y...,05 : K= C,

onde r; sdo totalmente reais e 2ry sdo totalmente complexos. O trago de um elemento o € K
¢ definido por Trx(a) = o1(a) + -+ + op(a). O conjunto Kgp = K ®g R pode ser visto como
subespaco de R™ x C?"2 C C", dado por (a menos da permutacdo das coordenadas)

{(x,y) ER™ xC?"2 i y,, 1 = 7;V1I<j<r}p=R" xC™? CC"

O conjunto Kg é um espago euclidiano com respeito a forma bilinear induzida pelo trago {«, 8) no
corpo de ntimeros K dada por (o, 3) := Trg(af) € R, para quaisquer «, 8 € K, onde Trg é o trago
definido no corpo de nimeros K.

Seja a aplicagdo i : K — Kg definida por px(z) = (01(x),...,0,(z)). O anel de inteiros Ok é
um reticulado de posto completo em Kg sob essa aplicagdo. Denotamos Ag para a imagem ¢k (Of).
Equivalentemente, podemos descrever Ax como um Z-moédulo livre Ok com a forma bilinear (-, -).
Seja Aut(Ag) o grupo de automorfismos do reticulado Ag, isto é, o grupo de isometrias dessa
forma bilinear induzida pelo trago. Em [2] é determinado quando o anel de inteiros de um corpo
de ntimeros galoisiano é ciclico:

Teorema: Suponha que K/Q seja uma extensdo de Galois com grupo de Galois G. Assim,
Ak é ciclico se, e somente se, K/Q for uma extensao ciclica com G = (o), onde o automorfismo
o : K — K satisfaz p(¢x(a)) = vk (o(a)) para todo a € Ok.

A analise que esta sendo feita é quando os submodulos (ou ideais) de Ok sao ciclicos. A
principio, este estudo tem sido feito quando consideramos homomorfismo canénico dado por:

0(1[,’) = (0’1(1’), sy Opy ($)70T1+1($)), sy Orpdry (IE)) : (2)

A aplicagdo o € um monomorfismo de K em R", onde cada ¢; ¢ um monomorfismo de K em R.

Com base nesses resultados, provamos o seguinte fato. Se K = Q(\/ﬁ), com d > 0, entao Ok
tem base integral {1,v/d}. Seja o submodulo M C Oy dado por M = (u + vVd,z + yv/d). O
reticulado (M) ¢é ciclico quando u = z, v = —y. Neste caso, é suficiente considerar u # 0 e
v # 0. Analogamente, para o caso d < 0, isto é, quando K = Q(i\/ﬁ), d > 0. Neste caso, nao existe
reticulado algébrico ciclico, exceto quando d = 1. Além disso, apresentamos uma generalizagao
para outros médulos contidos no anel de inteiros de corpos de nimeros ciclicos, ou seja, quando o
grupo de Galois ¢é ciclico.
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