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A Teoria dos Numeros é um ramo da Matemaética que estuda as propriedades e relagoes entre
os numeros inteiros [2|, com aplicagoes significativas em Ciéncia da Computagao, como a cifragao
e decifragdo de blocos do algoritmo criptografico RSA. Nesse contexto, as congruéncias lineares
desempenham um papel crucial, especialmente na resolucao de sistemas de equacoes modulares.
O Teorema Chinés do Resto (TCR) é uma ferramenta para a resolucao de tais sistemas, mas sua
eficiéncia computacional varia conforme a implementagao.

A anélise assintotica prové ferramentas e técnicas matemaéticas para analisar o desempenho de
algoritmos |1]. Desse modo, pode-se determinar se uma implementagiao computacional oferece uma
solugao correta em tempo vidvel de execucao conforme o crescimento do tamanho da entrada. Este
trabalho propoe uma anélise assintotica de diferentes abordagens para a resolugao de sistemas de
congruéncias lineares, com foco na otimizagao do tempo de execugao.

Uma congruéncia linear é uma equagao da forma ax = b (mod m), onde z é a incdgnita. Para
resolver sistemas de congruéncias lineares, o TCR é amplamente utilizado. De acordo com esse
teorema, se os médulos mq, ms, ..., m, sao coprimos, o sistema:

x=a; (modmy)

as (mod my)

: (1)

x=a, (modm,)

tem uma solugao tnica moédulo M = mq - mg - -+ - my. O Algoritmo Estendido de Euclides, que
expressa o Maximo Divisor Comum (MDC) entre dois niimeros inteiros como uma combinagao
linear desses mesmos nimeros, por meio da Relagao de Bézout, permite o célculo dos inversos
modulares no TCR, necessarios para a resolucdo das congruéncias modulares.

Em [4], propomos uma abordagem para o Algoritmo Estendido de Euclides. O custo assintotico
dessa implementagao é O(log(min(a,b))), o mesmo da versdo tradicional, como apresentado em [1],
mas com uma estrutura que facilita a integracao com o TCR.

O TCR cléssico exige que os modulos sejam coprimos e possui um custo assintético de ©(n?),
onde n é o ntimero de equagoes do sistema. No entanto, em muitos casos, os médulos nao sao
coprimos, o que limita a aplicabilidade do TCR tradicional. Em 3|, apresentamos uma implemen-
tacao que elimina a necessidade de verificagao de modulos coprimos, reduzindo o custo assintético
para O(n - log(min(a, b))).

Em sintese, a abordagem proposta utiliza uma conjectura que verifica se o MDC dos mddulos
divide a diferenca entre os residuos das congruéncias. Se essa condicao for satisfeita, o sistema tem
solucao, e o algoritmo retorna uma solugao valida. Para exemplificar, considere o sistema
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Z (mod b) 2)

(mod d)

mx
nxr

De acordo com a implementagao proposta, caso m seja diferente de 1, é preciso encontrar o
inverso multiplicativo de m em relagdo a b, ou seja, m~! (mod b). O mesmo vale para n, no
caso n~! (mod d). Em seguida, deve-se multiplicar as equacdes pelos seus respectivos inversos, de
forma que se tenha 1x. Assim, pode-se utilizar a equacao:

z=[(b"" (modd))-b-(c—a)+a]£b-d-j-~, em que j =mdc(b,d). (3)

No caso em que j = 1, o algoritmo funciona da mesma forma que o TCR tradicional. Para um
sistema com modulos nao coprimos, o método sugerido retorna solugao se e somente se o MDC
entre b e d divide (¢ — a).

Diante desse cenario, a analise assintotica dos algoritmos propostos revela que o Algoritmo Es-
tendido de Euclides, tanto na versdo tradicional quanto na modificada, possui custo O(log(min(a, b))),
dominado pelo cilculo do MDC. Ja a implementagao classica do TCR tem custo ©(n?), devido
a necessidade de verificar a coprimalidade dos moédulos e calcular inversos modulares para cada
equacdo. A nova implementagéo reduz o custo para O(n - log(min(a,b))), eliminando a verificagao
de coprimalidade e simplificando o céalculo dos inversos modulares.

Os resultados demonstram que a abordagem proposta é mais eficiente que o TCR classico, es-
pecialmente para sistemas com um grande niamero de equagoes. A conjectura introduzida permite
que o algoritmo lide com modulos nao coprimos, ampliando sua aplicabilidade. Além disso, a com-
binagdo do Algoritmo Estendido de Euclides modificado com o T'CR proposto oferece uma solugao
mais eficiente para a resolucdo de sistemas de congruéncias lineares, com aplicacOes potenciais
em criptografia, processamento de sinais e outras areas da computagdao. A implementacao desses
algoritmos esta disponivel em um repositério do GitHuHﬂ
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