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Dizemos que Λ é um reticulado se é um subgrupo aditivo discreto de Rn. Equivalentemente,
um reticulado Λ é um conjunto dado por todas as combinações lineares com coeficientes inteiros
de um conjunto fixado de m ≤ n vetores reais linearmente independentes. Se m = n, dizemos que
o reticulado é de posto completo. Além de sua reconhecida utilidade à otimização, pois reticulados
são úteis na busca por soluções do problema do empacotamento esférico, da cobertura esférica,
entre outros, nas últimas décadas os reticulados têm sido bastante requisitados para aplicações à
teoria de códigos e à criptografia pós-quântica [1–3, 8].

Seja Λ um reticulado de posto completo em Rn. Um vetor v ∈ Λ é dito ser de norma mínima
se ∥v∥ = min{∥u∥ ∈ Λ : u ∈ Λ \ {0}}. Dizemos que Λ é um reticulado bem-arredondado
se ele possui uma base formada exclusivamente por vetores de norma mínima. Recentemente,
reticulados bem-arredondados têm se mostrado úteis para transmissão de sinais em canais SISO
do tipo Rayleigh com desvanecimento e em canais wiretap MIMO [6, 7].

Uma das maneiras bastante exploradas para a construção de reticulados é utilizando recursos
da teoria algébrica dos números. Seja M um Z-módulo no anel de inteiros de um corpo de números
K de grau n. Chama-se de mergulho canônico associado a K à aplicação σ : K −→ Rn definida
por

σ(x) = (σ1(x), . . . , σr1(x), Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . , Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x))) , (1)

em que σi : K −→ C, i = 1, . . . , r2, denotam os monomorfismos de K em C tais que σ1, . . . , σr1

são aqueles que têm imagem real e σr1+1, . . . , σr1+r2 são os que têm imagem não contida em R de
modo que σr1+i ̸= σr1+j para todo i ̸= j em {1, . . . , r2}. É fato que n = r1 + 2r2. O conjunto
σ(M) é um reticulado de posto completo em Rn, chamado de reticulado algébrico. Se M é o
anel de inteiros de K ou um de seus ideais, podemos chamar σ(M) de reticulado ideal.

Em [5], os autores introduzem o estudo sobre a relação entre reticulados bem-arredondados e
reticulados algébricos. Se σ : K −→ Rn denota o mergulho canônico com domínio em um corpo
de números K de grau n e OK denota o anel de inteiros desse corpo de números, em [5] prova-se
o notável resultado que diz que σ(OK) é um reticulado bem-arredondado se, e somente se, K é
um corpo ciclotômico. Também nesse trabalho apresentam-se condições para que um reticulado
de posto completo em R2 seja bem arredondado e para que ele seja equivalente ao reticulado
hexagonal.

Na mesma linha de [5], em [4] mostra-se que é possível obter reticulados bem-arredondados
através de uma determinada família de Z-módulos de anéis de inteiros de corpos de números
abelianos de grau primo p ímpar via o mergulho canônico, mesmo que esses corpos não sejam
ciclotômicos. Precisamente, seja K um corpo de números abeliano de grau primo ímpar p contido
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em um corpo ciclotômico Q(ζn), em que n não é divisível por p (neste caso, dizemos que K é não-
ramificado). Em [4] é mostrada uma maneira de obter uma infinidade de Z-módulos M tais que
os reticulados σ(M) são bem-arredondados. Consequentemente, observa-se que é possível obter
sub-reticulados bem arredondados de σ(OK), mesmo que este último não seja bem arredondado.
Além disso, mostra-se que, para cada corpo de números abeliano de grau p, existe um reticulado
bem-arredondado construído pelo seu mergulho canônico.

Neste trabalho, fruto dos estudos iniciais da preparação da dissertação de mestrado do autor
principal, pretendemos apresentar os resultados supramencionados com algumas de suas demons-
trações, bem como citar alguns resultados recentes sobre novas pesquisas envolvendo reticulados
algébricos bem-arredondados. Como pesquisa futura, nos interessamos por encontrar condições
para garantir a existência de reticulados algébricos bem-arredondados de dimensão dois utilizando
uma versão torcida do mergulho canônico.
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