Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 12, n. 1, 2026.

Trabalho apresentado no XLIV CNMAC, Fundagéo Getulio Vargas - Rio de Janeiro - RJ, 2025.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics
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A busca por solugoes periddicas em sistemas de equagoes diferenciais ordinarias tem sido um dos
temas centrais na teoria dos sistemas dindmicos, dada sua relevincia tanto teérica quanto aplicada.
O método de averaging, amplamente utilizado para estudar a existéncia e a estabilidade de orbitas
periodicas (ver [7]), constitui uma ferramenta poderosa para a andlise de sistemas perturbados.
Tradicionalmente, esse método baseia-se na identificagao dos zeros isolados das fungoes médias
associadas ao sistema (ver [1, 2]). Contudo, em contextos de dimensao superior (n > 3), surgem
desafios adicionais, como a ocorréncia de zeros nao isolados.

Neste trabalho, propomos uma abordagem inovadora para detectar um tipo de érbita periddica,
denominada drbita k-hiperbdlica, que emerge a partir da analise dos zeros nao isolados das func¢oes
médias. Ademais, estudamos a ocorréncia de bifurcacoes de dobra de periodo, fenémeno que
indica a transigao para regimes dindmicos mais complexos e a possivel emergéncia de cascatas de
dobramentos. A combinagdo do método de averaging com elementos da Teoria do Grau (ver [3])
e versoes modificadas do Teorema da Fungao Implicita possibilita ampliar o alcance do método
classico e identificar solugoes periddicas ocultas para as técnicas convencionais (ver [4]).

O método de averaging parte da transformagao do sistema original por meio de uma mudanca
de variaveis e reescalonamento, isolando os termos de ordem dominante. Considere, por exemplo,
um sistema planar da forma

$=—y+P($ay), y:x+Q(x,y),

que, apdés uma adequada mudanca de varidveis, pode ser reescrito de modo que a condicao para
a existéncia de uma orbita periddica se reduza & determinagao dos zeros isolados de uma fungao
meédia g(p).

Em sistemas de dimensao n > 3, entretanto, o método tradicional mostra-se insuficiente, pois
os zeros das funcgoes médias podem nao ser isolados. Para contornar essa limitagao, recorremos
a versoes modificadas do Teorema da Funcao Implicita e & Teoria do Grau de Brouwer (ver [3,
4]). Esses instrumentos permitem analisar ndo apenas os zeros isolados, mas também conjuntos
continuos de zeros que, sob certas condigoes, podem gerar solucoes peridédicas nao linearmente
hiperboélicas.

Nesse contexto, definimos uma orbita periddica como k-hiperbdlica se a matriz jacobiana do
mapa de Poincaré associada & 6rbita possuir, até uma ordem truncada, um jato hiperbolico. Essa
definigao é crucial para estabelecer a estabilidade das solugoes e demonstrar que tais érbitas sao
candidatas naturais a bifurcacoes de dobra de periodo. Em termos praticos, a analise da estabili-
dade passa pela determinacao de uma matriz truncada

T(e) =Ty + Ty + - - + €Ty,
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cujo comportamento sob perturbagoes garante a existéncia e a hiperbolicidade das orbitas k-
hiperbolicas (ver [6]).

Utilizando as ferramentas tedricas descritas, demonstramos a existéncia de o6rbitas k-hiperbolicas
em uma ampla classe de sistemas autéonomos de dimensao n > 3. A estratégia consiste em obter
um truncamento das fungoes médias do sistema e identificar os conjuntos de zeros nao isolados. A
aplicacao combinada do Teorema da Fungao Implicita e da Teoria do Grau possibilita selecionar
os zeros que garantem a hiperbolicidade dos jatos correspondentes.

Adicionalmente, mostramos que essas 6rbitas podem sofrer bifurcacées de dobra de periodo.
Esse fenémeno, caracterizado pelo surgimento de uma nova orbita com periodo duplicado, € in-
terpretado como um mecanismo gerador de cascatas de bifurcagoes, resultando em uma dinamica
rica e na emergéncia de um grande numero de solugoes periodicas isoladas. Estudos recentes (ver
[5]) indicam que a analise dessas bifurcagbes fornece importantes insights sobre a transicdo para
comportamentos cadticos em sistemas nao lineares.

Os resultados obtidos possuem implicagoes praticas, pois a capacidade de detectar com preci-
sao as Orbitas k-hiperbolicas e prever as condigoes para a ocorréncia de bifurcacoes de dobra de
periodo possibilita um controle mais refinado dos sistemas dindmicos. Essa abordagem contribui
significativamente para o avango do conhecimento na analise qualitativa de EDOs e tem potencial
para aplicacoes em diversos campos da ciéncia e engenharia.

A abordagem apresentada evidencia que a integracao entre o método de averaging e as técnicas
da Teoria do Grau, combinada com versoes aprimoradas do Teorema da Func¢ao Implicita, amplia
significativamente o espectro de detecgao de solugbes periddicas em sistemas de alta dimensao.
As orbitas k-hiperbolicas emergem como um novo paradigma na anélise de sistemas dindmicos,
fornecendo uma ferramenta robusta para o estudo de bifurcacgoes, especialmente as de dobra de
periodo.

Os resultados aqui expostos apontam para caminhos promissores para futuras investigagoes,
tanto na formulagao de novos problemas tedricos quanto na aplicagao pratica dessas técnicas em
modelos reais. Em sintese, este trabalho contribui para o aprofundamento dos métodos de anéalise
de sistemas nao lineares e reforgca a importancia dos fundamentos matemaéaticos no desenvolvimento
de técnicas avangadas para a identificacao de comportamentos complexos.
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