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RESUMO

Apresenta-se uma breve descrição das ferramentas matemáticas necessárias para entender e discutir
as chamadas equações diferenciais ordinárias fracionárias, dependentes da ordem da derivada, que se
constituem numa possı́vel maneira de generalizar as equações diferenciais ordinárias. O objetivo é re-
solver tais equações, expressando a solução em termos das funções próprias do Cálculo Fracionário. Em
particular estudamos a equação diferencial associada ao problema do chamado relaxamento (oscilações),
dependendo de um parâmetro, comparando-o com a versão de ordem inteira.

Palavras-chave: Transformada de Laplace, Função gama, Equações diferenciais ordinárias de ordem
não inteira, Cálculo fracionário.

Introdução
Em analogia da resolução de uma EDO, vamos utilizar neste trabalho a transformada de Laplace para

resolver Equações Diferenciais Ordinárias Fracionárias (EDOF). As ferramentas matemáticas importan-
tes para resolver uma EDOF são a função gama, funcão de Mittag-Leffler, a derivada fracionária no
sentido de Caputo e Riemann-Liouville, a transformada de Laplace da derivada α de Caputo e Riemann-
Liouville, com m− 1 < α < m, m ∈ N .

A funcão gamma é definida para Re(z) > 0,

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt (1)

de onde, integrando por partes, temos

Γ(z + 1) = zΓ(z). (2)

A chamada função de Mittag-Leffler de três parâmetros, para z ∈ C , β, ρ ∈ C and R(α) > 0 é

Eρα,β(z) :=

∞∑
k=0

(ρ)k
Γ(αk + β)

zk

k!
(3)

No caso particular, ρ = 1, temos a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros

E1
α,β(z) = Eα,β(z) (z ∈ C) (4)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.
Trabalho apresentado no XXXV CNMAC, Natal-RN, 2014.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0212 010212-1 © 2015 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0212


e quando ρ = 1, β = 1, temos a clássica função de Mittag-Leffler de um parâmetro

Eα,1(z) = Eα(z) (z ∈ C). (5)

Por outro lado a integral de Riemann-Liouville de ordem α > 0 para uma função causal bem comportada
f(t) é dada por [1]

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ)dτ, t > 0, α > 0. (6)

Vamos utilizar a derivada de Riemann-Liouville de ordem α > 0, para uma função causal bem compor-
tada f(t)

Dαf(t) :=

 1
Γ(m−α)

dm

dtm

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α+1−mdτ m− 1 < α < m

dm

dtm f(t), α = n.

e também a chamada derivada de Caputo de ordem α > 0

cD
αf(t) :=

 1
Γ(m−α)

∫ t

0

fm(τ)

(t− τ)α+1−mdτ m− 1 < α < m

dm

dtm f(t), α = n.

A transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville de ordem α com m− 1 < α < m é

=[Dαf(t); s] = sα ¯f(s)−
m−1∑
k=0

sm−1−kg(k)(0+), (7)

g(k)(0+) := lim
t→0+

Dkg(t), g(t) := J (m−α), (8)

enquanto que a transformada de Laplace da derivada de Caputo é

=[cD
αf(t); s] = sα ¯f(s)−

m−1∑
k=0

sm−1−kf (k)(0+), (9)

f (k)(0+) := lim
t→0+

Dkf(t). (10)

Neste trabalho, vamos discutir a equação diferencial fracionária de ordem α > 0

cD
αu(t) = Dα

(
u(t)−

m−1∑
k=0

tk

k!
u(k)(0+)

)
= −u(t) + q(t), (11)

com m − 1 < α < m de modo a propor exemplos, baseados nesta equação, cuja solução vem dada
em termos das funções próprias do Cálculo Fracionário. Em particular estudamos a equação diferencial
associada ao problema do chamado relaxamento (oscilações) fracionário, dependendo do parâmetro α,
comparando-o com a versão de ordem inteira [2].
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