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O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma ferramenta numérica eficaz para resolver equa-
¢oes diferenciais parciais. Eles subdividem o dominio em pequenos elementos de formas variadas,
permitindo uma abordagem local e mais precisa, especialmente em problemas complexos que, de-
vido a sua natureza, seriam dificeis ou até mesmo impossivel de resolver analiticamente [2].

Este trabalho tem como objetivo estudar os conceitos fundamentais dos MEF, focando em
avaliar o comportamento destes elementos diante do problema abordado. Para ilustra a aplicacao
do método, considera-se a equagao de Poisson em um dominio bidimensional com condigoes de
contorno de Dirichlet: dada uma funcdo f: Q — R, determine v : Q — R tal que

{ —Au(:c,y)+u(x,y)=f(x,y), z,y €,

(1)
u(x,y) =0, wzyel,
em que, =)0, 1[x]0, 1] é um subconjunto do R? T a fronteira de Q e @ = QUT.
Multiplicamos a formulagao forte do problema, dado em (1), por uma fungao teste v que satisfaz
a condi¢ao de fronteira do problema e seja suficientemente regular. O resultado é integrado em €2
e aplicando a condicao de fronteira, obtém-se a formulagao fraca

/QVu(x,y)th(x,y) dQ +/

u(,y) v(e,y) A9 = / f(@) (., y) dO. (2)
Q Q

A partir da equagao (2), atribuiu-se ao lado esquerdo o operador k(u,v) e ao lado direito
o operador (f,v). Aplicado o método de Galerkin com um espago aproximado de dimensdo m,
onde as fungdes ; para i € {1,--- ,m} compdem a base, e assumindo que u e v pertence a esse
espaco, obteve-se o problema aproximado, que pode ser desenvolvido até sua formulagao na forma
matriz-vetor, expressa por:

Kc=F, (3)

onde K;; = k(pj, i) e F; = (f,¢;) com 4,5 € {1,2,--- ,m}, c € R™ e com a solucao aproximada
dada por up, = >0, i

Para resolver o sistema (3), foram desenvolvidos dois programas em Julia [1], testados com dados
de entrada cuja solugdo do sistema (1) é conhecida. Os programas tem como base os conceitos
de mudancga de variaveis para o elemento referencial e integracao numérica usando a Quadratura
Gaussiana.

Um exemplo de aplicacdo do método trabalhado é a resolugao do problema considerando a
fungao f(x,y) = (272 + 1) x sin(wx) x sin(ry) com a solugdo analitica dada pela fungio u(x,y) =
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sin(mz) x sin(wy). Os resultados graficos obtidos sdo apresentados na Figura 1, que mostra a
solucdo analitica seguida das solucdes aproximadas considerando 2* intervalos em cada direcdo.
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Figura 1: a) Solugao do analitica do problema. b) Solugdo aproximada com elementos quadrilateros. c)
Solugao aproximada com elementos triangulares. Fonte: Autoria Propria.

Como a solugao do problema é conhecida, é possivel realizar o calculo do erro de convergéncia
em ambos os programas. Para calcular o erro entre a solugdo exata u(z,y) e a solugdo aproximada
up(x,y) foi usado a norma do erro definida como

[u—upllpe = \//Q lu(z,y) — un(z,y)* dzdy. (4)

Desta forma, obtemos o grafico da convergéncia do error dos programas. Os resultados sao apre-
sentados na Figura 2.
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Figura 2: Convergéncia do erro na norma L?, para 2* 4 21 em cada direcdo. Fonte: Autoria Propria.

Neste tipo de problema, embora o modelo com elementos quadrilateros apresente menor erro,
o uso de elementos triangulares mostra-se mais eficiente do ponto de vista computacional, por
requerer menos memoria e tempo de processamento, mesmo com o dobro de elementos. Isso se
deve a utilizacdo do elemento referencial, que torna a segunda derivada constante, simplificando
os calculos. Assim, o modelo triangular revela-se a alternativa mais vantajosa para essa analise.

Referéncias

[1] Github. Repositério do Github de Vinicius Castro. Online. https://github . com/
viniccastro/MEF_Coparacao_Elementos.git.

[2] M. A. Rincon e I-S. Liu. Introdugao ao Método de Elementos Finito. 3a. ed. Rio de
Janeiro: Instituto de Matematica - UFRJ, 2020. 1SBN: 978-65-86502-00-8.

010054-2 © 2026 SBMAC



