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Resumo: Neste trabalho vamos apresentar resultados obtidos para as Mock Theta Functions
w(q) e fo(q), através da representagao de uma particao como matriz de duas linhas. Para cada
inteiro positivo n, geramos todas as matrizes de duas linhas possiveis, somamos suas linhas,
resultando em uma matriz de ordem 2 X 1 e depois contamos quantas vezes cada soma aparece.
Dispomos estes dados em uma tabela e, a partir dai, foi possivel conjecturar e demonstrar vdrios
resultados interessantes a respeito de particoes. FExistem indmeros resultados que podem ser
obtidos e demonstrados combinatorialmente através desta nova estatitisca.

Palavras-chave: Particoes, matrizes de duas linhas, Mock Theta Functions

Em [4], foram dadas interpretagdes como matrizes de duas linhas para as Mock Theta Func-
tions. Baseado nestas representacoes, introduzimos uma nova estatistica, onde, para cada inteiro
n, geramos todas as matrizes de duas linhas possiveis, somamos suas linhas, de forma que resulte

uma matriz de ordem 2 X 1 e dai contamos a cardinalidade de tais matrizes. Tabelamos estes
valores e entao foi possivel encontrar alguns resultados.

1 Mock Theta Function qw(q)

De acordo com [4], a fungao geradora para qw(q) é
q 2n(n+1)
Z @a

e a restricao que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

1)+

n+1

¢t = cip1 + 2dyi 1, cs = 1.

Logo, a tabela associada a esta caracterizacao é a seguinte.
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39, 190(216(242| 265| 279| 277| 252|198 13] 1
40 191[219|248| 277| 301| 314 310|278 216 13] 1

Figura 1: Tabela para qw(q)

Lema 1.1. Dado n > 0, o numero de matrizes cuja soma € {n _,J}, j>1, e é da forma
J
cp €2 €3 ... Cg
(d1 de ds ... ds>’ (1)
com as restrigoes:
cs =1,
Ct = Ct41 + 2dgy1, 2)

Zdz:]7
n:th-I—Zdt.

€ igual ao coeficiente de "7 na erpansdo de

1
(1—2)(1—2%)(1—a5) - (1 —a%tl)’

Ou ainda, fixado j > 1, seja Pyji1(k) o nimero de particoes de k em partes impares menores
que do que ou iguais a 25 + 1, entdo

Pyji1(n—(j+1)) = ao nimero de matrizes cuja soma € {n R j},n > j.
J

Demonstragao. De fato, dada uma matriz da forma (1) podemos associar a particao ¢; + c2 +
-+ 4 51 em partes impares menores do que ou iguais a 2j + 1 de n — (j + 1). Reciprocamente,
dada uma particao Ay +-- -+ A; em partes impares menores do que ou iguais a 2j + 1, em ordem
nao-crescente, podemos construir a matriz
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()\1 Ao oA 1 )
di dy ... dj djpq
Aj—1 Ai — A1 A
em que dj11 = 5 ,di+1:?ed1:]—2dh. O
h=2

Proposicao 1.1. Dado m > 1, considere pg(m) o nimero de particoes de m em partes distintas.
Entao

patm) =" com > 2.

Demonstragao. Considere m > 1, para cada particao de m em partes distintas existe uma
particdo c¢1 + co + - - - + ¢s—1 em partes impares correspondente. Como demonstrado no Lema
(1.1) esta particao pode ser associada a matriz

cp ¢ ... Cs—1 1
di do ... ds_1 ds

2 -1
com Zdi:w,wz {m2J

i=1
. , fm+1 :
Do mesmo modo, dada uma matriz cuja soma é , ela pode ser associada, pelo Lema
w

(1.1), a uma partigdo de m em partes impares menores do que ou iguais a 2w + 1.
m — lJ m—1

e portanto 2w + 1 > m. Caso contrario, teremos

Se m é fmpar entao
P { 2 2

m—1 m— 2 B 3
5 = 5 e entao 2w+1 > m—1, e como m é par, segue em ambos 0s casos, que temos

particoes em partes impares irrestritas. Mas como para cada particao de m em partes impares
temos uma particao em partes distintas segue o resultado. ]

2 Mock Theta Function fy(q)

A funcao geradora para fy(q), segundo [4], é

n2

folg) = Z qi

(=% q)n

e a restricao que caracteriza a matriz de duas linhas correspondente é

ct =2+ cpp1 +dig1, ¢ =1

Esta funcao tem um peso associado, dado por (—I)Zf:1 dt
Considere a tabela da Mock Theta Function fy(q).
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Figura 2: Tabela para fy(q)

Quando calculamos todas as matrizes possiveis e fazemos seu gréafico de Ferrers, observamos
que cada particao nao possui pontos a direita do quadrado de Durfee, e além disso, para cada
inteiro 2n — 4, existem exatamente n — 4 partes abaixo do quadrado de Durfee. Isto nos sugere
o seguinte resultado.

Teorema 2.1. O numero de parti¢coes de um inteiro positivo 2n — 4 que nao possuem pontos a
direita do quadrado de Durfee e possuem exatamente n — 4 partes abaizo do quadrado de Durfee
€ igual ao numero de matrizes de duas linhas na forma

cp Cy €3 - Ck

dy do dg3 -+ dp )’
em que
ce. =1,
¢ =24 cq1+d, t<k
Vi cit+di =2n-4 (3)

k
i1 G =1

Demonstragao. A prova deste teorema segue de modo anélogo ao Corolério C em [2]. E suficiente
construir uma bijecao do conjunto de particoes de 2n —4 com as restri¢coes descritas no Teorema
(2.1) e o conjunto de matrizes da forma (3), em que associa a cada k > 1 fixado, uma parti¢ao
de 2n — 4 com nenhum ponto a direita do quadrado de Durfee de lado k£ a uma matriz com as
restrigoes (3), contendo exatamente k colunas de forma que d; é o niimero de partes iguais a 1
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abaixo do quadrado de Durfee, do é o nimero de partes iguais a 2 abaixo do quadrado de Durfee
e assim por diante.

Por exemplo, uma particdo A = A1 + A2 + ... + A, (suponha Ay > A¢y1) com quadrado de
Durfee de lado 3 é completamente caracterizada, uma vez que for declarado quantas vezes cada
um dos numeros 1, 2 e 3 aparece como parte de A. Seja

cl1 C2 C3
(& aa) 4)

uma matriz. Por (3) é possivel escrever

C3 =1
c2 =3+d3 (5)
c1 =54ds +ds,

Portanto, a matriz (4) pode ser escrita como

5+do+ds 3+ds 1
dq dy d3 )’

ou, ainda, como a soma

531+000+d200+d3d30
0 0O di 0 0 0 do O 0 0 ds

Da discussao anterior, segue que a particao A pode ser caracterizada pelos ntimeros

d1 — o numero de vezes que 1 é uma parte de A

do — o nimero de vezes que 2 é uma parte de A

ds — o nimero de vezes que 3 é uma parte de . O

13 3 1
5 8 0

quadrado de Durfee de tamanho 3 e tendo 8 partes de tamanho 2 e 5 partes de tamanho 1.

(5 3a)=(0oa)s(i)e(i)-

Exemplo 2.1. Dada a matriz , podemos associd-la ao grifico de Ferrers com

Observamos que até um certo ponto os valores vao se repetindo de uma linha para outra na
tabela e a cada duas linhas um valor é acrescentado nesta sequéncia (sequéncia em azul). De
acordo com Sloane [6], esta é a sequéncia das partigoes balanceadas de n.
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Definicao 2.1. Uma particao balanceada de um inteiro positivo n € aquela em que a dltima
parte € igual ao numero de partes.

Lema 2.1. Seja n inteiro positivo e X\ uma particao de n balanceada com quadrado de Durfee
de tamanho k > 1. Entdo a particio conjugada de \ tem um nimero menor do que ou igual a
n — 4 partes abaizo do quadrado de Durfee.

Demonstragao. Considere n um inteiro positivo, e A uma particao balanceada de n,com quadrado
de Durfee de tamanho k£ > 1.
Se k = 1 nada temos a fazer, pois somente para n = 1 é possivel ter uma particao balanceada.
Considere k > 2. Como n — k? < n — 22 = n — 4, além do quadrado de Durfee de tamanho
k2, resta um ndimero menor do que ou igual a n — 4 de pontos na particdo conjugada de A. [

Baseado na observacao e no lema anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2. O numero de particoes balanceadas de um inteiro positivo n > 7 € igual ao
numero de matrizes de duas linhas na forma

€1 C2 Cc3 - Ck
di do dg --- dp )’
em que cp =1,

ct =24 cry1 Hdegr1,t < k

k
Zci—l—di:2n—4;
=1

Demonstragdo. Seja n > 7 inteiro positivo e A uma particdo balanceada de n com quadrado
de Durfee de tamanho k£ > 1. Entao conjugamos a particao A, deslocamos as partes abaixo do
quadrado de Durfee uma posi¢do para a direita e completamos com uma coluna de tamanho
n—4. Observe que é possivel completar, pois o Lema (2.1) garante que existe um niimero menor
do que n — 4 partes abaixo do quadrado de Durfee e nenhuma dessas partes é igual ao tamanho
do quadrado, pela definicao de particao balanceada. Desta forma construimos uma particao de
2n — 4, sem pontos a direita do quadrado de Durfee, que pelo Teorema (2.1) estd associada a
uma matriz do tipo (3).

Reciprocamente, dada uma matriz da forma (3), podemos associar a partigdo de 2n — 4 com
exatamente n — 4 partes abaixo e sem nenhum ponto a direita do quadrado de Durfee, a uma
particao de n também com quadrado de Durfee de tamanho k. Primeiro retiram-se n —4 pontos,
um ponto de cada parte abaixo do quadrado de Durfee na representacao de Ferrers da particao
de 2n — 4 e depois conjuga-se a particdo. Portanto o nimero de partes é exatamente o tamanho
do quadrado de Durfee e é igual a menor parte, o que resulta numa particdo balanceada de
n. [

Existem intmeros resultados que podem ser obtidos e demonstrados combinatoriamente
através desta nova estatitisca.
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