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Resumo: Neste trabalho, apresentamos a construção de uma famı́lia de reticulados Zn rota-
cionados em dimensão 3r−1, onde r é par, obtidos via Z-módulos, com diversidade máxima,
representando constelações de sinais que são boas para o canal com desvanecimento do tipo Ray-
leigh. Uma expressão para a distância produto destes reticulados é obtida através de propriedades
algébricas e, apresentamos um limitante inferior para a distância produto mı́nima nesta famı́lia.
A escolha por constelações cúbicas se deve ao fato de que os reticulados Zn são ligeiramente
piores em termos de ganho de forma, uma vez que estes reticulados não são os mais densos em
suas dimensões, ou seja, apresentam maior ganho de forma os reticulados que possuem maior
densidade de empacotamento, apesar disso, os reticulados Zn são usualmente mais fáceis de
rotular e decodificar, assim, oferecem um bom equilibrio entre boa forma e facilidade de rotula-
mento.
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Introdução

Recentemente tem-se observado um grande avanço na área das Telecomunicações, cuja fi-
nalidade é desenvolver sistemas que forneçam serviços de excelente qualidade, a altas taxas de
transmissão/armazenamento e com baixa probabilidade de erro.

Um sistema de comunicação pode ser considerado como um conjunto de equipamentos e
meios f́ısicos com a finalidade de transportar uma informação de uma fonte até um destinatário
usando um canal de comunicação. Um canal é um meio f́ısico por onde a informação é transmi-
tida/armazenada e está sujeito a vários tipos de rúıdos, imperfeições e interferências que geram
distorções. Um canal muito usado na transmissão de sinais é o canal com desvanecimento do
tipo Rayleigh, caracterizado pela propagação por múltiplos percursos formados pela reflexão
e/ou difração do sinal transmitido.

Em relação à probabilidade de erro na transmissão de sinais, pela Teoria dos Códigos Cor-
retores de Erros [12], ao transmitirmos uma informação podemos ter um rúıdo, fazendo com
que a mensagem recebida seja diferente da enviada. Desse modo, a teoria dos códigos corretores
de erros surgiu da necessidade de detectar erros e recuperar a mensagem enviada ao receptor,
construindo, desta forma, códigos com pequena probabilidade de ocorrerem erros. Uma maneira
de projetar uma constelação de sinais é representar cada sinal como um ponto em um espaço
euclidiano n-dimensional. O processo de projetar um conjunto de palavras-código pode ser redu-
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zido a um problema geométrico de alocação de pontos em uma região de um espaço. Os códigos
constrúıdos a partir de reticulados constituem numa das técnicas de alocação de pontos.

Constelações de sinais tendo a estrutura de reticulados são consideradas importantes para a
transmissão de sinais pois as estruturas algébricas e geométricas dos reticulados facilitam no pro-
cesso de codificação e decodificação. Usualmente o problema de encontrar boas constelações de
sinais para o canal com desvanecimento do tipo Rayleigh está associado a busca por reticulados
com diversidade máxima e distância produto mı́nima grande ([2], [6]).

Exposição do problema

Para os reticulados em geral, a distância produto mı́nima é usualmente dificil de calcular.
Nosso objetivo é trabalhar com reticulados associados a corpos de números que possuam di-
versidade máxima, pois nestes casos uma expressão para a distância produto mı́nima pode ser
obtida através das propriedades algébricas dos referidos corpos. A seguir apresentamos con-
ceitos básicos relativos a reticulados e teoria algébrica dos números que são necessários para o
desenvolvimento do nosso trabalho [6], [11], [13] e [15].

Definição 1: Sejam v1, v2, · · · , vm um conjunto de vetores linearmente independentes no
espaço vetorial Rn. O conjunto

Λ =

{
m∑
i=1

αivi; αi ∈ Z
}

é chamado um reticulado de posto m, e o conjunto {v1, v2, · · · , vm} é chamado uma base do
reticulado Λ.

Definição 2: Seja {v1, v2, · · · , vm} uma base para o reticulado Λ. A matriz M = (vij), onde
vi = (vi1, · · · , vin), para i = 1, · · · ,m, é chamada uma matriz geradora para o reticulado Λ.

Definição 3: Seja M uma matriz geradora para o reticulado Λ. A matriz G = MM t é
chamama uma matriz de Gram para o reticulado Λ, onde t denota a transposição.

Definição 4: Seja Λ ⊆ Rn um reticulado e x = (x1, · · · , xn) ∈ Λ. A diversidade de Λ é
definida por

div(Λ) = min
0 6=x∈Λ

#{i | xi 6= 0, i = 1, . . . , n}.

Definição 5: Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado com diversidade máxima n e x = (x1, · · · , xn) ∈
Λ. A distância produto mı́nima de Λ é definida por

dmin(Λ) = min
06=x∈Λ

n∏
i=1

|xi|.

Definição 6: Um corpo de números K é uma extensão finita de Q, ou seja, Q ⊆ K e K é
visto como um espaço vetorial de dimensão finita sobre Q, e sua dimensão é chamado o grau de
K sobre Q e denotado por [K : Q] = n.

Definição 7: Seja K um corpo de números de grau finito n. O conjunto OK = {α ∈ K :
α é raiz de um polinômio mônico sobre Z} é um anel chamado anel dos inteiros algébricos do
corpo K.

Definição 8: Seja A um anel. Um A-módulo ( ou módulo sobre o anel A ) é um par (M,ϕ),
onde M é um grupo abeliano e ϕ : A×M →M é tal que para todo a, b ∈ A e m,n ∈M , temos:
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(i) ϕ(ab,m) = ϕ(a, bm).
(ii) ϕ(a+ b,m) = ϕ(a,m) + ϕ(b,m).
(iii) ϕ(a,m+ n) = ϕ(a,m) + ϕ(a, n).
(iv) ϕ(1,m) = m.

Definição 9: Sejam K um corpo de números e OK o anel dos inteiros algébricos de K. Um
ideal fracionário I de K é um OK-módulo de K tal que αOK ⊆ OK, para algum α ∈ OK.

Teorema 1 [11]: Seja K um corpo de números de grau n e OK o anel dos inteiros algébricos
do corpo K. Todo ideal fracionário não nulo A de OK é um Z-módulo livre de posto n.

Teorema 2 [13]: Dado K um corpo de números de grau n, existem exatamente n homomor-
fismos distintos {σi}ni=1 de K em C que fixam o corpo Q.

Definição 10: Um homomorfismo σi é dito real se σi(K) ⊂ R, e o corpo K é dito totalmente
real se σi é real para todo i = 1, 2, · · · , n.

Definição 11: Sejam K um corpo de números de grau n e x ∈ K. Os valores

N(x) = NK|Q(x) =
n∏
i=1

σi(x) e Tr(x) = TrK|Q(x) =
n∑
i=1

σi(x)

são chamados norma e traço de x na extensão K|Q, respectivamente.

Teorema 3 [13]: Se K é um corpo de números de grau n e x ∈ OK, então N(x), T r(x) ∈ Z.

Definição 12: Seja {e1, e2, · · · , en} uma Z-base de OK. O inteiro

dK = (det[σj(ei)]
n
i,j=1)

2

é chamado de discriminante do corpo K.

Definição 13: Seja A um ideal de OK. A norma do ideal A é definida por

N(A) = |OK/A|,

ou seja, é a cardinalidade do anel quociente OK por A.

Observação 2: Se A é um ideal principal de OK, isto é, A = αOK, então N(A) = |N(α)|.

Método utilizado

A fim de reproduzir reticulados que sejam novas leituras de reticulados conhecidos na lite-
ratura, usamos resultados da teoria algébrica dos números. Mais especificamente, o propósito é
construir reticulados via o anel dos inteiros algébricos de um corpo de números totalmente real
através do homomorfismo torcido, pois neste caso os reticulados obtidos possuem diversidade
máxima, representando assim constelações de sinais eficientes para o canal com desvanecimento
do tipo Rayleigh [10] e [14].

Definição 14: Sejam K um corpo de números totalmente real e α ∈ K tal que
αi = σi(α) > 0 para todo i = 1, 2, · · · , n. O homomorfismo σα : K → Rn dado por
σα(x) = (

√
α1σ1(x), · · · ,√αnσn(x)) é chamado de homomorfismo torcido. Quando α = 1 é

chamado de homomorfismo de Minkowski.

Teorema 4 [11]: Se A ⊆ OK é um Z-módulo livre de posto n com Z-base {e1, · · · , en}, então a
imagem Λ = σα(A) é um reticulado no Rn com base {σα(e1), · · · , σα(en)}, ou equivalentemente,
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com matriz geradora M = (σα(eij))
n
i,j=1, onde ei = (ei1, · · · , ein), para i = 1, · · · , n.

Teorema 5 [2]: Se A ⊆ OK é um Z-módulo livre de posto n e K é um corpo totalmente real,
então o reticulado Λ = σα(A) possui diversidade máxima.

Teorema 6 [4]: Se A ⊆ OK é um Z-módulo livre de posto n e K é um corpo totalmente real,
então a matriz de Gram associada à matriz geradora M do reticulado Λ = σα(A) é dada por

G = MM t = (TrK|Q(αeiej))
n
i,j=1.

Teorema 7 [4]: Se A ⊆ OK é um Z-módulo livre de posto n e K é um corpo totalmente real,
então a distância produto mı́nima do reticulado Λ = σα(A) é dada por

dp,min(Λ) =
√
NK|Q(α) min

06=x∈A
|NK|Q(x)|.

Corolário 1 [4]: Se A é ideal principal de OK, então

dp,min(Λ) =
√
det(Λ)/|dK|.

Resultados obtidos

Nesta seção, apresentamos a construção de uma famı́lia de reticulados Zn rotacionados via
Z-módulos em dimensão 3r−1, onde r é par. A construção é feita via o anel dos inteiros algébricos
dos subcorpos maximais reais de corpos ciclotômicos [7], [8] e [9].

Definição 15: Um elemento ζ = ζm ∈ C é chamado uma raiz m-ésima da unidade se ζm = 1,
com m ≥ 1 um inteiro, e é dito uma raiz m-ésima primitiva da unidade se ζm = 1, com ζd 6= 1
para qualquer 1 ≤ d ≤ m.

Definição 16: Dizemos que L é o m-ésimo corpo ciclotômico se L é a adjunção de Q e uma
raiz primitiva m-ésima da unidade, ou seja, L = Q(ζ).

Teorema 8 [15]: O anel dos inteiros de L = Q(ζ) é OL = Z[ζ].

Teorema 9 [15]: Se L = Q(ζ), então K = Q(ζ + ζ−1) é o subcorpo maximal real de L, o
anel dos inteiros de K é OK = Z[ζ + ζ−1] e [K : Q] = ϕ(m)/2, onde ϕ é a função de Euler.

Tomando K = Q(ζ + ζ−1), onde ζ = ζ3r , segue que n = [K : Q] = 3r−1, e assim, otem-se o
seguinte resultado,

Proposição 1: Sejam K = Q(ζ + ζ−1), onde ζ = ζ3r , e0 = 1 e ei = ζi + ζ−i, para i =
1, 2, · · · , 3r−1 − 1, α = 3.

(1) Se i = 0, 1, · · · , 3r−1 − 1, então TrK|Q(αeiei) =

{
3r, se i = 0

2.3r, caso contrário.

(2) Se i 6= 0, então TrK|Q(αeie0) = 0.

(3) Se i 6= 0, j 6= 0 e i 6= j, então TrK|Q(αeiej) =

{
−3r, se i+ j = 3r−1

0, caso contrário.

Segue diretamente do Teorema 3.1.2 [3] e da transitividade do Traço, ou seja,
TrK|Q(ζi + ζ−i) = TrL|Q(ζi), onde L = Q(ζ).

Proposição 2: O reticulado Λ =
1√
3r
σα(OK) possui uma matriz geradora M1 =

1√
3r
NA,

onde N = (σj(ei−1))
n−1
i,j=1, n = 3r−1, A = diag(

√
σk(α)), e a matriz de Gram associada é dada
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por

G1 = M1M
t
1 =



1 0
2 −1

2 −1
· · · · · ·

2 −1
−1 2

· · · · · ·
−1 2

0 −1 2


.

Segue diretamente do Teorema 6 e da Proposição 1.

Lema 1: Se a matriz geradora do reticulado Λ =
1√
3r
σα(OK) é dada por M2 =

1√
3r
N1A,

onde

N1 =



σ1(e0) σ2(e0) · · · σn(e0)
σ1(e1) σ2(e1) · · · σn(e1)
σ1(en−1) σ2(en−1) · · · σn(en−1)
σ1(e3) σ2(e3) · · · σn(e3)
· · · · · · · · ·
σ1(en−1

2
) σ2(en−1

2
) · · · σn(en−1

2
)

σ1(en−2) σ2(en−2) · · · σn(en−2)
σ1(e2) σ2(e2) · · · σn(e2)
σ1(en+1

2
) σ2(en+1

2
) · · · σn(en+1

2
)

· · · · · · · · ·
σ1(en−3) σ2(en−3) · · · σn(en−3)



,

então a matriz de Gram associada é dada por

G2 = M2M
t
2 =

(
W1

W2

)
,

onde W1 =

 1 0 0
0 2 −1
0 −1 2

 e W2 =



2 −1
2 −1

2 −1
· · · · · ·

2 −1
−1 2

· · · · · ·
−1 2

−1 2


é uma ma-

triz quadrada de ordem n− 3.

Temos que a matriz N1 é a matriz N da Proposição 2 com algumas linhas permutadas, assim a
matriz G2 é a matriz de Gram resultante desta permutação.

Proposição 3: Seja A ⊆ OK um Z-módulo com Z-base

{w0, w1, · · · , wn−1},

onde
(1) w0 = 2e0 + 2en−1, w1 = 2e0 + 2e1, w2 = −2e0 + 2e1 + 2en−1;
(2) para j = 3, 7, · · · , n−132 ,

wj = ej + ej+2 − en−j−2 − en−j ; wj+1 = ej+1 + ej+3 − en−j−3 − en−j−1;
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wj+2 = ej − ej+2 + en−j−2 − en−j ; wj+3 = ej+1 − ej+3 + en−j−3 − en−j−1;
(3) para j = n−5

2 ,
wj = ej + ej+2 − en−j−2 − en−j ; wj+1 = −e2 + ej+1 − en−j−1 + en−2;
wj+2 = ej − ej+2 + en−j−2 − en−j ; wj+3 = e2 + ej+1 − en−j−1 − en−2;

(4) para j = n+3
2 ,

wj = ej−3 +2ej−2−en−2−e2 +2ej−1 +ej ; wj+1 = ej−4 +2ej−3−ej−2−ej−1 +2ej +ej+1;
wj+2 = 2ej−4−ej−3−en−2−e2−ej+2ej+1; wj+3 = −ej−4−ej−2−2en−2−2e2−ej−1−ej+1;

(5) para j = n+11
2 , n+19

2 , · · · , n− 4,
wj = en−j + 2en−j+1 − en−j+2 − ej−2 + 2ej−1 + ej ;
wj+1 = en−j−1 + 2en−j − en−j+1 − ej−1 + 2ej + ej+1;
wj+2 = 2en−j−1 − en−j − en−j+2 − ej−2 − ej + 2ej+1;
wj+3 = −en−j−1 − en−j+1 − 2en−j+2 − 2ej−2 − ej−1 − ej+1.

Se α = 3, então o reticulado
1

2
√

3r+1
σα(A) ⊆ R3r−1

, onde r é par, é um reticulado Z3r−1

rota-

cionado.

Na demonstração é dada uma matriz T de modo que o reticulado com matriz geradora
S = (1/

√
3r)TN1A (N1 é a matriz do Lema 1 e A é a matriz da Proposição 2) possui matriz de

Gram G = 12I3r−1 . Portanto, S1 = (1/2
√

3r+1)TN1A é a matriz geradora do reticulado Z3r−1

,
onde

TN1 =


σ1(w0) σ2(w0) · · · σn(w0)
σ1(w1) σ2(w1) · · · σn(w1)
· · · · · · · · ·
σ1(wn−1) σ2(wn−1) · · · σn(wn−1)


e segue o resultado.

Proposição 4: Se Λ =
1

2
√

3r+1
σα(A) ⊆ R3r−1

, onde r é par, com α e A como na Proposição

3, então a distância produto mı́nima relativa satisfaz

dp,rel(Λ) ≥ 2−3
r−1

3
−r3r−1

2 . (1)

Dado x ∈ A temos que N(x) ∈ Z, logo min06=x∈A|N(x)| ≥ 1. Como

N(α) = 33
r−1

, segue que dp,min(σα(A)) =
√
N(α)min06=x∈A|N(x)| ≥

√
33r−1 . Portanto, a

distância produto mı́nima relativa satisfaz

dp,rel

(
1

2
√

3r+1
σα(A)

)
≥ 1

(2
√

3r+1)3r−1

√
33r−1 = 2−3

r−1
3

−r3r−1

2 ,

e segue o resultado.
A Tabela 1 apresenta um limitante inferior para a distância produto mı́nima normalizada

dado pela Inequação (1) para a familia de reticulados Zn rotacionados obtidos na Proposição 3.

Conclusões

Neste trabalho, apresentamos uma nova famı́lia de reticulados Zn rotacionados em dimensão
n = 3r−1, onde r é par. Como as constelações foram constrúıdas usando Z-módulos, o cálculo
da distância produto mı́nima nem sempre é uma tarefa fácil, o que não aconteceria se ao invés
de Z-módulos trabalhássemos com ideais principais (Teorema 7 e Corolário 1). Assim, estabele-
cemos um limitante inferior para a distância produto mı́nima nos reticulados constrúıdos. Uma
perspectiva futura é expandir a construção para r ı́mpar e assim completar a dimensão potência
de 3.
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r n n

√
dp,rel(Zn) (≥)

2 3 0.166667
4 27 0.055555
6 243 0.018518
8 2187 0.006172
10 19683 0.002057
12 177147 0.000685
14 1594323 0.000228

Tabela 1: Limitante para a distância produto mı́nima relativa de Zn, onde n = 3r−1 e r é par.
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