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Resumo. As altas taxas de evasdo e retengdo em cursos de ciéncias exatas e engenharias sdo
desafios persistentes e que exigem novas abordagens pedagbgicas no Ensino Superior, especialmente
em disciplinas como Célculo, que apresentam elevados indices de reprovagao. Neste artigo, propomos
o uso do software GeoGebra e da linguagem de programagao Python para tornar as aulas de
Calculo mais interativas e acessiveis. Como exemplo, abordamos o conceito de integrais definidas de
polinémios, explorando sua construgao histoérica e desmistificando a necessidade da divisdo uniforme
do dominio de integragao. Essa abordagem visa promover uma aprendizagem intuitiva e significativa
através de uma compreensao visual e experimental do tema, tornando o aprendizado mais dindAmico
e menos mecanico.
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1 Introducao

A evasdo e a retenc¢do de estudantes no Ensino Superior sdo questoes criticas que afetam ins-
tituicoes educacionais globalmente. As taxas de evasdo universitaria estao aumentando em todo
o mundo, influenciadas por uma combinacao de fatores como questoes socioecondémicas, desafios
do aprendizado online, desempenho académico, falta de identificagao com o curso e mudangas nas
expectativas dos estudantes [16, 17, 19, 21]. No contexto brasileiro, a evasao no Ensino Superior
também é preocupante, ainda mais quando se trata de cursos de graduagao em ciéncias exatas e
engenharias, os quais frequentemente registram as maiores taxas de evasao e reprovacao [4, 18, 27].

Dentre as disciplinas que compoem essas graduagoes, os cursos de Calculo se destacam pelos
altos indices de reprovagao e evasdo, tanto no Brasil quanto no exterior [1, 20, 22, 23]. O carater
abstrato dos contetudos, aliado as dificuldades mateméticas prévias dos estudantes contribui para
esse cenario. Com isso, verifica-se a necessidade de estratégias pedagobgicas e institucionais que
abordem as dificuldades enfrentadas pelos estudantes nessas disciplinas, visando reduzir as taxas
de evasao e reprovagao, além de promover uma melhor compreensao dos conteidos.

Uma das abordagens promissoras para enfrentar esse problema é a incorporagao de metodologias
ativas [14, 15] e o uso de novas tecnologias no ensino de Calculo. Ferramentas tecnologicas podem
complementar a pratica docente ao enriquecer o processo de ensino-aprendizagem, tornando-o mais
dinamico e interativo [11]. Em especial, o uso de softwares educativos e de linguagens de progra-
macao tem revelado significativo potencial para facilitar a compreensao de conceitos mateméaticos
de natureza abstrata.

Neste trabalho, propomos o uso de softwares educativos aliados a c6digos computacionais para
desenvolver aulas dindmicas e interativas que favorecam o ensino e a aprendizagem dos contetudos
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de Célculo. Para exemplificar a nossa proposta, abordamos o conceito de integrais definidas de
polinémios por meio de uma perspectiva historica, fazendo uso do software de geometria dindmica
GeoGebra. Além disso, empregamos codigos computacionais em linguagem Python [28] para de-
monstrar que a divisao do dominio de integracao em subintervalos igualmente espacados nao é
obrigatoria, desmistificando um conceito frequentemente apresentado nas aulas de Célculo. Essa
metodologia visa proporcionar aos estudantes uma compreensao mais intuitiva e exploratéria do
conceito de integracao, promovendo um aprendizado mais eficaz e menos automatizado.

O artigo esté estruturado da seguinte forma: na Seg¢do 2, fazemos uma breve introdugao sobre
o uso de novas tecnologias no Ensino Superior; na Se¢ao 3, utilizamos uma abordagem historica
do conceito de integracao; na Secao 4, apresentamos a proposta metodologica baseada no uso do
GeoGebra e da programacao em Python; e, por fim, na Secao 5 discutimos as consideragoes finais
e perspectivas futuras para a adogao dessas tecnologias no ensino de Célculo.

2 O Uso de Novas Tecnologias no Ensino Superior

O avango tecnologico tem proporcionado o surgimento de intimeros recursos digitais, os quais
podem ser incorporados ao ensino de Matematica para favorecer abordagens mais interativas e
eficazes. O uso de tecnologias digitais permite a implementagao de metodologias ativas [3, 10|, nas
quais os estudantes exploram conceitos matematicos de forma din&mica, o que contribui para a
construgao do conhecimento e promove um aprendizado mais significativo [24].

Na Educagao Basica, as diretrizes educacionais como a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) [5], os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) [7, 8], as Diretrizes Curriculares Na-
cionais(DCN’s) [9] e o Plano Nacional de Educacao (PNE) [6] enfatizam a importancia do uso de
recursos digitais no processo de ensino-aprendizagem. Entre esses recursos, destacam-se softwares
educativos, aplicativos interativos e linguagens de programacao, que podem ser usados para tornar
os estudantes protagonistas no desenvolvimento do préprio conhecimento.

Diante dessa necessidade, as universidades também vém reformulando seus curriculos para
incorporar tecnologias no Ensino Superior. Na Universidade Federal Fluminense, por exemplo, o
Projeto Pedagogico do curso de Licenciatura em Matemética [13] foi atualizado com o objetivo
de incentivar o uso de tecnologias digitais em todas as disciplinas, além de incluir uma disciplina
especifica sobre Novas Tecnologias no Ensino da Matematica.

3 Construcao Histoérica do Conceito de Integracgao

Atualmente, os cursos de Calculo abordam a integragao de forma tedrica, sem considerar seu
contexto histérico e desenvolvimento, tratando-a, ainda, unicamente como operacao inversa da
derivagao. Nesse contexto, a integral é vista como um conjunto de técnicas algébricas a serem
aplicadas. Essa abordagem teodrica foi influenciada pelo processo de formalizacao pelo qual a
Matematica passou durante o século XIX, no qual se priorizou o formalismo e a fundamentagao
logica [25]. As mudangas ocorridas nesse periodo perduram até os dias atuais. Um exemplo disso
é o conceito de integral de Riemann, estabelecido na Defini¢ao 3.1.

Definicao 3.1 (Integral de Riemann). Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Uma parti¢ao do
intervalo [a,b] € um conjunto finito de pontos P = {xg,21,...,2n}, onde a =1x¢9 < x1 < -+ <
x, = b, que divide o intervalo [a,b] em subintervalos [x;_1,x;]. Para cada subintervalo [x;_1,x;],
tormamos um ponto arbitrdrio &; € [x;—1,x;]. Definimos a integral de Riemann de f em [a,b] como:

b n
/a fe)de = B 32 fle)o. (1)
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Se esse limite for finito, onde |P|| € o tamanho do maior subintervalo da particao formada pelos
conjunto de pontos P, o somatdrio é chamado de soma de Riemann.

A Definicao 3.1 engloba uma construcao geométrica da integragdo, que costuma ser abordada
de forma superficial, com o objetivo de chegar ao Teorema Fundamental do Calculo e estabelecer
uma relagao algébrica entre derivagao e integragao. Contudo, esse tipo de enfoque nao corresponde
ao desenvolvimento histérico do conceito de integragao.

Historicamente, as ideias que fundamentam a integracdo tiveram sua origem na Grécia Antiga,
no século IV a.C. [12]. Durante esse periodo, os mateméaticos buscavam formas de resolver pro-
blemas de calculo de comprimento de arco, volume e éarea de figuras irregulares. O matemaético
Eudoxo criou o método da exaustio [25], o qual era usado para aproximar a area do circulo através
de poligonos regulares inscritos e circunscritos.

No século III, Arquimedes investigou o mesmo problema, mas também considerando o volume,
no qual faixas paralelas eram cortadas, pesadas e comparadas com outras, estabelecendo, assim,
uma igualdade entre os dois objetos [12]. Esse método ficou conhecido como o método do equilibrio
e continha uma das primeiras ideias de divisao em partes infinitesimais, que seria posteriormente
revisitada nos estudos de Cavalieri. O conceito de integral avangou no século XVI com os estudos
sobre a geometria dos indivisiveis realizados por Cavalieri [12]. Esses estudos tiveram como foco
o céalculo do volume, cujo objetivo era dividir o sélido irregular por meio de cortes em planos
paralelos a base, de forma a ter o volume como uma soma de &reas com espessura infinitesimal.

Os estudos de Cavalieri, junto com as ideias de Eudoxo, tornaram possivel a construgao da
defini¢ao de integral como conhecemos hoje. Eudoxo subdividia as formas geométricas, inscrevendo
poligonos regulares até uma quantidade suficientemente grande, enquanto que com o método de
Cavalieri a subdivisdo ndo se restringia a poligonos (ou poliedros) regulares, dando origem ao
calculo da area (ou volume) em intervalos infinitesimais.

4 Proposta para o Ensino de Integrais Definidas

Nossa proposta tem como objetivo utilizar recursos de geometria dindmica e c6digos compu-
tacionais para permitir que os estudantes possam analisar a construgao do conceito de integrais
definidas de polindmios. Essa analise auxilia o estudante a construir a definicdo de integral, além
de mostrar como os conceitos formais usados atualmente originam-se de ideias simples. Conhecer
as ideias relacionadas na teoria possibilita que, em novas situagoes-problema, os estudantes tenham
a habilidade de se adaptar e aplicar todo o conhecimento prévio.

A proposta é dividida em quatro etapas: 1) Abordar o desenvolvimento da definigao de integrais
historicamente; 2) Explorar a integral como area abaixo da curva aproximada por retangulos; 3)
Questionar sobre o tipo de subdivisdo e comparar a divisdo uniforme e nao uniforme; e 4) Verificar
a convergéncia da soma de Riemann, utilizando o método dos minimos quadrados.

Na primeira etapa, abordamos a construgao do conceito de integral sob um ponto de vista
historico. Iniciamos com as ideias de Eudoxo e Arquimedes [12], seguimos pela construgdo de
Cavalieri [2] e finalizamos com o desenvolvimento do Calculo por Newton e Leibniz [26]. Estudamos
a geometria empregada nos conceitos e mostramos aos estudantes que as grandes evolugoes na
Matematica comecaram com ideias mais simples, que foram evoluindo ao longo dos anos. A
defini¢ao formal ndo foi apresentada nesse momento, pois seré construida nas etapas posteriores.

Na etapa seguinte, usamos o software de geometria dindmica GeoGebra para construir a de-
finigdo de integral, explorando a subdivisao do intervalo em retangulos. A partir de um namero
n de subdivisoes de mesmo comprimento, construimos os retangulos de trés formas diferentes:
utilizando o menor valor da fungdo f no subintervalo (soma inferior); considerando o méximo de
f no subintervalo (soma superior); e usando o ponto médio entre f(z;) e f(x;1+1) (soma do ponto
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médio). A Figura 1 ilustra uma construgao no GeoGebra para a funcio f(x) = 22, com os valores
para as somas inferior (vermelho-escuro), do ponto médio (vermelho) e superior (vermelho-claro),
para cinco retangulos (esquerda) e noventa e cinco retangulos (direita). Essas trés formas de cons-
trucao fornecem a informacao de que cada uma delas pode agregar um erro no calculo da area.
Além disso, temos um controle deslizante que possibilita aumentar ou diminuir o nimero n de
retangulos. A parte final desta etapa é levar o estudante a perceber que a érea total pode ser
definida como um somatorio das areas dos retangulos.

n=>5 n=295

< [l soma inferior = 0.24107
[ soma do ponto médio = 0.33148
" Soma superior = 0.44197

-/ Il soma inferior = 0.32956
¥ soma do ponto médio = 0.33482
Soma superior = 0.34013

1
/ 2?da = 0.33482
0

1
/ 2dx = 0.33482

0

Figura 1: Conceito de integral utilizando intervalos uniformes e trés formas de calcular a altura dos
retdngulos: usando os extremos inferior ou superior, ou o ponto médio do intervalo. Fonte: Autores.

Na terceira etapa, apds os estudantes formalizarem a ideia de integral, analisamos um fator
importante e que costuma ser pouco abordado nos livros de Calculo. Neste momento, os estu-
dantes devem ser questionados sobre a necessidade de subdividir o intervalo em partes de mesmo
tamanho. Utilizamos um cédigo computacional escrito na linguagem de programagao Python,
com as bibliotecas NumPy e Matplotlib, para comparar a subdivisao uniforme e nao uniforme do
intervalo. O objetivo desta analise é mostrar que a divisao em intervalos igualmente espacados
ndo é uma limitagao estabelecida na definigdo. Ao modificar o nimero de pontos na subdivisao, é
possivel observar que ela pode ser tanto uniforme, quanto nao uniforme, desde que o tamanho de
cada subintervalo aproxime-se de zero. Nesta etapa, usamos uma funcao quadratica e mostramos
que o resultado da area é o mesmo para cada subdivisao. Com essa validagao, os estudantes sao
incentivados a formalizarem o conhecimento adquirido e, assim, observar a construcao da definigao
da integral de Riemann. Ao formalizar o conhecimento, eles devem ser questionados sobre quais
fungoes se beneficiariam mais de cada tipo de subdivisao. Espera-se que compreendam que, para
fungoes definidas por partes, em que uma parte é paralela ao eixo z, a subdivis@o ndo uniforme é
mais adequada e explicamos os motivos com argumentagao computacional. Na Figura 2, podemos
observar os graficos resultantes do codigo escrito em Python, onde é possivel modificar o nimero de
subdivisoes do intervalo para ambos os casos: divisao uniforme (esquerda) e nao uniforme (direita).

Para finalizar a proposta, mostramos como a soma de Riemann esté relacionada com as férmulas
de integragao apresentadas nos livros de céalculo. Esta tltima etapa é o momento em que a relagao
entre a derivagao e a integragao pode ser estabelecida. Utilizando o método de minimos quadrados
(codigo escrito em Python), aproximamos a fungdo definida pelas somas parciais da soma de
Riemann. Esse método permite que os estudantes observem que existem erros nas aproximacoes e
que, ao reduzir o tamanho dos subintervalos, o erro se aproxima de zero. Como exemplo, usamos
uma func¢do quadratica na qual as somas parciais de Riemann constroem o grafico de uma fungao
cubica. Com esta perspectiva, ampliamos o estudo para incluir a integracao indefinida e o Teorema
Fundamental do Calculo.

A Figura 3 ilustra o grafico formado pelas somas parciais da soma de Riemann considerando
uma subdivisdo uniforme (esquerda) e ndo uniforme (direita). No cddigo, é possivel imprimir o
polinémio aproximado pelas somas parciais e assim mostrar que quando o tamanho dos intervalos
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40— 0 40— 10
== Subdivisio Uniforme { == Subdivisso Nao Uniforme 4

Figura 2: Funcdo f(z) = 2 com subdivisdo uniforme (esquerda) e ndo uniforme (direita), utilizando o

ponto médio como altura dos retangulos. Fonte: Autores.

se aproxima de zero, a soma converge para a fungao integral f(z) = %-.

Soma de Riemann Soma de Riemann

@ Subdivisao Uniforme @ Subdivisao Nao Uniforme

Area Acumulada

000 025 050 075 100 125 150 175 2.0
x

Figura 3: Somas parciais de Riemann e polinémio aproximado por minimos quadrados utilizando trinta
pontos, com subdivisdo uniforme (esquerda) e nao uniforme (direita). Fonte: Autores.

A relagao com a derivagao é obtida a partir de um questionamento aos estudantes sobre qual
é a relagao entre a fungdo que integramos e a fungao aproximada. Isso permite que o estudante
entenda como é possivel chegar as formulas de integragao que sao apresentadas apds a discussao
do Teorema Fundamental do Célculo.

5 Consideracoes Finais

O uso de novas tecnologias no ensino tem sido amplamente incentivado pelo Ministério da Edu-
cagao, com diretrizes como a BNCC reforcando sua importincia na Educacao Basica. A crescente
disponibilidade de softwares e recursos digitais oferece novas possibilidades para construcao do
conhecimento mateméatico, permitindo que os conceitos sejam compreendidos e interiorizados de
forma mais eficaz.

Neste trabalho, propomos uma abordagem que alia ferramentas tecnolégicas ao ensino de Céal-
culo, utilizando o software GeoGebra e a linguagem de programacao Python para explorar o con-
ceito de integrais definidas de polindmios. Nossa proposta demonstra que o uso de recursos digitais
pode favorecer tanto professores quanto estudantes, promovendo um aprendizado mais intuitivo
sem comprometer o rigor matematico. Além disso, ao incorporar a historia da Matematica, conse-
guimos evidenciar a evoluc¢ao natural das ideias que levaram a formulacao moderna das integrais.

O estudo interativo dos conceitos, por meio de representagoes dindmicas, permite que os es-
tudantes desenvolvam um raciocinio mais profundo sobre a definicdo de integral, bem como sua
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relacao com outros tdpicos matematicos, como comprimento de arco e volume, extrapolando o co-
nhecimento para outras areas. A abordagem com diferentes subdivisdes no dominio da integracao
reforga a flexibilidade da defini¢do, destacando seus impactos computacionais.

Por fim, a analise da convergéncia das somas aproxima o estudante da intuigao por tras das for-

mulas de integragao, favorecendo uma melhor assimilagdo do contetido e incentivando a autonomia
na construgao do conhecimento matematico.
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