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Resumo: Seja G um grafo simples com n vértices e e(G) arestas. Denotamos por A = A(G) a
matriz de Adjacéncia de G e D = D(G) a matriz diagonal da soma das linhas de A, isto €, os
graus de cada vértice de G. A matriz Q@ = Q(G) = D + A, que vem sendo estudada com grande
intensidade nos ultimos anos, € chamada de matriz Laplaciana sem sinal do grafo G. Sendo
Q uma matriz simétrica e semi-definida positiva, seus autovalores sao reais e ndo negativos e
podem ser ordenados de forma ndo crescente como q1 > qa > ... > qn > 0. Poucos trabalhos
tém estudado a soma dos maiores autovalores da matriz @ e, recentemente, Ashraf et al. [1]
conjecturaram que

k
16 = u<e@+ (*) 1), )
=1

E fécil provar que a Conjectura (1) € vdlida para k = 1,n — 1,n e Ashraf et al. [1] provaram,
recentemente, que a Conjectura (1) é vdlida para os grafos regulares e para k = 2 quando G € nao
regular. Neste trabalho, examinamos alguns resultados disponiveis na literatura e apresentamos
alguns avangos na Conjectura (1) para o caso k = 3.
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1 Introducao

A teoria dos grafos é um ramo da matemaética que estuda as relagoes entre os objetos de um
determinado conjunto. Um grafo é denotado por G(V, E), onde V' é um conjunto nao vazio de
objetos denominados vértices e E/ é um conjunto de pares nao ordenados de V', chamado arestas.
Estruturas que podem ser representadas por grafos estdo em toda parte e muitos problemas de
interesse prético podem ser formulados como questoes sobre certos grafos [4], [5].

A representagao geométrica é extremamente 1til na visualizagao de um grafo. Entretanto,
extrair propriedades topdlogicas e/ou estruturais de um grafo apenas por visualizagdo torna-se
um trabalho nao aplicavel. Porém, um grafo pode ser convertido em uma forma algébrica via
matriz. Quando um grafo é representado na forma matricial, algumas operacoes e propriedades
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podem ser realizadas. Assim, a partir da Teoria de Grafos, uma drea que vem cada vez mais se
consolidando ¢ a Teoria Espectral de Grafos.

A Teoria Espectral de Grafos se preocupa com a relagdo entre as propriedades algébricas do
espectro de certas matrizes associadas a grafos, como a matriz de Adjacéncia, Laplaciana ou
Laplaciana sem sinal e a topologia dos mesmos. Os autovalores e autovetores das matrizes
associadas a um grafo sdo os invariantes que formam o autoespaco de grafos. Muitas das
demonstragoes matematicas, que relaciona a estrutura de um grafo com seu espectro, podem ser
encontradas, por exemplo, nos livros de Norman Biggs [2], Drago$ Cvetkovi¢ [9] e Chris Godsil
[11].

H4, na literatura do tema, uma conjectura proposta por Brouwer e Haemers [3] que associa a
soma dos k maiores autovalores da matriz Laplaciana de um grafo G com seu niimero de arestas
mais um fator combinatorio que depende do valor k adotado.

Recentemente, Ashraf et al. [1] estenderam a Conjectura proposta por Brouwer e Haemers
[3] para a matriz Laplaciana sem sinal de um grafo G, isto é,

k
1) = u<e@+ (*5 1), 2
=1

Sem muitas dificuldades podemos provar que a Conjectura (2) é vélida para k = 1,n — 1,n.
Ainda, Ashraf et al. [1] provaram que a mesma ¢é valida para k = 2 e, se G for regular, ela é
valida para 1 < k < n. Neste trabalho examinamos alguns resultados disponiveis na literatura
e apresentamos alguns avancos na Conjectura (2) para o caso k = 3.

2 A matriz laplaciana sem sinal: soma dos seus autovalores

Definigao 2.1. Seja G um grafo simples com n vértices e e(G) arestas. Denotamos por A =
A(G) a matriz de Adjacéncia de G e D = D(G) a matriz diagonal da soma das linhas de A, isto
é, os graus de cada vértice de G. Definimos as matrizes L = L(G) = D—-AeQ = Q(G) =D+ A
como as matrizes Laplaciana e Laplaciana sem sinal do grafo G, respectivamente.

Da Definicao acima, temos os seguintes resultados:

Teorema 2.2. [8] Sejam G um grafo com n vértices, () a matriz Laplaciana sem sinal de G e ¢
um autovetor da matriz () associado ao autovalor ¢;, ¢ =1,2,...,n. Entao:

(i) Q é simétrica e semi-definida positiva, isto é, ¢!Qq > 0.
(ii) Os autovalores g; sao reais e nao negativos.

Sendo ¢; reais e nao negativos, eles podem ser ordenados de forma nao crescente como
G12q2=...2qn 2> 0.

Teorema 2.3. [8] Se G é um grafo bipartido, entdo o menor autovalor de @ é zero.

Definigao 2.4. Sejam G1(Vi, E1) e Gao(Va, E9) grafos disjuntos com Vi, Va e Ep, Ey seus res-
pectivos conjuntos de vértices e arestas. A unido G1 U G4 é o grafo (V3 U Vs, E1 U Es). A jungao
(“oin”) G = G1 V Go é obtida de G1 U G3 e cada vértice de G é ligado por uma nova aresta a
cada vértice de Gs.

Baseado na Conjectura proposta por Brouwer e Haemers [3] para a matriz Laplaciana L,
Ashraf et al. [1] conjecturaram que

k
1) =Y u<e@+ (*1 1), 3
=1
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Neste trabalho, estudamos o caso k = 3, ou seja,
Q1+ q2+q3 < e(G) + 6. (4)

Os casos k =1, k = n—1e k = n sao imediatos e Ashraf et al. demonstraram em [1] a
Conjectura valida para o caso k = 2.

A partir do uso do AutoGraphiX (AGX), ferramenta baseada na metaheuristica Variable
Neighborhood Search para geragao e descricao de classes de grafos e ainda determinagao de
grafos extremais (conforme referéncia [7]), a fungao f(G) = m+6 — (g1 + g2 + ¢3) foi otimizada e
a classe de grafos G = (K,,_4 V K2) U2K; = KoV ((n —4)K1 U K3), n > 4 foi obtida. A Figura
1 ilustra os grafos da classe (K,_4V Ko)U2K].

U1 v2 V3 eeeee Un—3 Un—4

Un—-3 Vn—9

Un—1 Un

Figura 1: Grafo G = (K, 4V K2)U2K; = KoV (n —4)K1 U K), n >4

Como o AGX é um procedimento heuristico, ndao se pode afirmar que a classe de grafos obtida
seja 6tima, isto é, a fungdo f(G) dada acima fornece o melhor resultado possivel. Entretanto,
este fato motivou o desenvolvimento dos resultados tedricos a seguir.

Teorema 2.5. Seja o grafo G = Ky V ((n —4)K1 U K3), n >4 e Q(G) a matriz Laplaciana sem
sinal de G. Entao:

(i) 2 é autovalor de multiplicidade n — 4 em Q(G).

(ii) n — 2 é autovalor de multiplicidade 1 em Q(G).

Demonstragdao. Seja o conjunto de vértices V = {vy,va, -+ ,v,}. Mantendo essa ordenagao em
V', temos que a matriz Laplaciana sem sinal Q(G) é dada por

V1 V2 -t Upn—4 Up—3 Upn—2 Un—-1 Up
U1 2 0 -+ 0 1 1 0 0
w [0 2 o o 1 1] 0 o
Un_4 0 0 2 1 1 0 0
Upog | 1 1 1 [n—1 1 11|
Up_2 1 1 1 1 n—1 1 1
Up—1 0 0 0 1 1 3 1
Un 0 0 0 1 1 1 3
Assim:
(i) O conjunto de vetores {e1,e2, -+ ey_5,en—4}, onde e;, © = 1,2,...n — 4, é o vetor cuja

i-ésima entrada é igual a 1 e as demais sao todas iguais a zero, forma um conjunto de n — 4
autovetores associados ao autovalor 2.
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(ii) O vetor v =e,_3 —ep—2=(0,...,0 ,1,—1,0,0) é um autovetor de Q(G) associado ao
——
n—4 vezes

autovalor n — 2. O

Teorema 2.6. [3, 10] Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Suponhamos que A seja da

forma:
Ay A - Agg
I s
A A o A

onde A;;,1 <4,j <k, é¢ uma matriz de ordem n; x m; tal que suas linhas tém soma constantes
iguais a c;;. Seja entao

€11 €12 -+ Ck

C21 C22 -+ Cof
RA =

Ck1 Ck2 - Ckk

Entao, o polinémio caracteristico de RA divide o polindémio caracteristico de A.
Assim, dos Teoremas 2.5 e 2.6, temos o seguinte Corolario:

Coroléario 2.7. O polindmio caracteristico associado a matriz reduzida RQ(G) divide o po-
linémio caracteristico da matriz Q(G), onde

2 2
RQG)=| n—4

0
n 2
0 2 4

Do Teorema 2.6 e do Corolério 2.7, temos que os autovalores de RQ(G) sdo também autova-
lores de Q(G). Ja do Teorema 2.5, temos n — 4 + 1 = n — 3 autovalores conhecidos. O préximo
resultado nos garante que os demais 3 autovalores sao determinados pela matriz RQ(G) do
Corolario 2.7, ou seja, 2 e n — 1 ndo sao autovalores de RQ(G).

Teorema 2.8. Os 3 autovalores restantes de Q(G) sao determinados pela matriz RQ(G).
Demonstragao. O polindmio caracteristico de RQ(G) é dado por
p(z) = =23 + (n 4+ 6)2* — (4n + 12)x + 24.
Como
p2)=-84+(n—-64—(4n+12)2+24 < p2)=—-4n+16#0, Vn>4e
pn—2)=n—-2°34+n+6)(n—2) —(Un+12)(n—2)+24 &
p(n—2)=n—9n?+12n+28 #0, VneN,
segue que nem 2 nem n — 2 sao autovalores de RQ(G), gerando o resultado. ]

Teorema 2.9. Para n > 8, os autovalores qi,q3 e ¢, de Q(G) sao as raizes do polindémio
caracteristico associado a RQ(G).
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.5, n—2 é autovalor com multiplicidade algébrica 1 e 2 é autovalor
com multiplicidade n — 4. Os trés autovalores restantes, de acordo com o Teorema 2.8, sao
determinados pela matriz reduzida RQ(G), de polindomio caracteristico p(z) = —x3+ (n+6)z? —
(4n +12)z + 24. Assim, temos:

p(0)=24 e p(1)=-3n+17<0, Yn>6

3.5 525,22 — 73, 5n
_|_

p(4) =8 e p(d——=)=-20 — <0, Vn>8

4 32 64
p(n+2)=-12n+16<0 e p(n+2—-—-)=16——+ — >0
n non

Logo, os outros trés autovalores de Q(G) (que equivalem aos autovalores de RQ(G)) perten-
cem aos intervalos: [0,1], [4— 22 4] e [n+2—2 n+2].

Agora, temos que g; > d; + 1 (Cvetkovié [9]) e que g2 > d2 — 1 (K.C.Das [6]). Considerando
que, no grafo G, d; = ds = n — 1, temos:

@ =>n (5)
g >n—2 (6)

Da relagao (5), segue que q; € [n+ 2 — %, n + 2]. Por outro lado, g2 < n — 2, donde temos,
junto com a expressao (6), que ¢o = n — 2, (que é em Q(G) o autovalor de multiplicidade 1
conforme Teorema 2.5 (ii)), donde g2 ¢ [0,1] e g2 ¢ [4 — 23,4] (o que j4 era esperado, pois n — 2
nao é autovalor de RQ(G) e, portanto, ndo pode pertencer a nenhum dos intervalos). Assim,
g €[4— 35 4] para algum j = 3,4,5,--- ,n.

n
Observando que:

e 2 ¢ autovalor de multiplicidade n — 4 (Teorema 2.5 (i)),
e 2¢[4—224)le2¢0,1],

® g1 >qa > 2 qp,

podemos concluir que g3 € [4 — %, 4] e g, € [0, 1], seguindo o resultado. O

O Teorema 2.9 acima, em resumo, nos diz que:
. 4
)@ en+2—2,n+2
(ii) g =n—2
o 35
(i) g3 € [4— 22,4
(V) ga=¢="=¢qu1=2
(v) @n € [0, 1]
e, com essas informagoes, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.10. Seja G um grafo isomorfo ao grafo G = ((n — 4)K; U K3) V K3, com n > 8.
Entao,

e(G) + 6 — %5 < Ty(G) < e(G) +6.

Demonstragao. Em primeiro lugar, note que e(G) = 2(n — 4) + 6 = 2n — 2. Como

4
n+2——<qg <n+2
mn
g2=mn—2

3.5
4—-—— < qg3<4
n
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segue que:

4 3.5
n+2—g+n—2—|—4—7<q1+q2+q3<n+2+n—2+4

2n—|—4—%5<T3(G)<2n+4.
Porém, e(G) =2(n—4)+6=2n—2 <& ¢(G)+6=2n+4, donde
e(G)—I—G—% < T3(G) < e(G) + 6.
O

Do Teorema 2.10, podemos ver claramente que T5(G) converge para e(G) + 6, & medida que
n tende ao infinito.

Experimentos computacionais mostrararam que entre todos os grafos da familia
Gy = KoV((n—(t+2))K1UK,), 2<t<n—4,ografo G = K2V ((n—4)KUK>) é o que melhor
se aproxima de e(G) + 6. Repare que quando ¢t = 2 temos Go = Ks V ((n —4)K; U K3) = G.

Para mostrar os resultados de forma algébrica, repetindo a linha de raciocinio desenvolvida
no grafo G para o grafo Gy, podemos definir o polinémio caracteristico de Gy em relacao matriz

Q(G}) como
PG, (x) = (& — (n = 2))(x = 2)" (@ — 1) Lg(x),
onde
g(x) =23 — (n+ 2t + 2)2? + (2nt + 4t + 4)x — 4(t* + 1)

é o polinémio caracteristico da matriz reduzida do grafo G;. Apds certas manipulacgoes algébricas,
obtemos:

tl—&+107t—2
2 n
g@=n—2

q<n-+ n>13
qs < 2t

de tal forma que

2—t+6 t—2
2 n

g1 +q2+q3 <2n—

Porém,

t2—t+6
an——?ifsza+a

implicando em
t—2
a1+ g2+ g3 < e(Gt) +6 — = e(Gt) + 6.
Baseado nas informagoes acima, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.11. Seja G um grafo isomorfo ao grafo Gy = KoV ((n—(t+2))K1UKy), 2 <t <n—4
en > 13. Entao:

(i) ¢1 + g2 + g3 < e(Gy) + 6;
(ii) Ga = K2 V ((n — 4) K1 U K3) é o grafo que melhor se aproxima de e(Gy) + 6.
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3 Conclusoes

Neste trabalho, uma familia de grafos infinita que satisfaz a Conjectura (3), para o caso k = 3,
foi apresentada e provado que dentre todas as familias de grafos formadas por join de um grafo
completo K e um grafo com (n—s) vértices isolados, a familia de grafos G = KV ((n—4)K1UK>)
é a que tem a soma q1 + g2 + g3 que melhor se aproxima de e(G) + 6.
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