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Resumo: Reticulados com boa densidade, diversidade mdzima e distancia produto minima
grande sdo utilizados em codificacdes eficientes para transmissao de sinais sobre 0s canais gaus-
siano e com desvanecimento do tipo Rayleigh. Neste trabalho construimos versdes rotacionadas
com diversidade mdzxima dos reticulados mais densos conhecidos nas dimensoes 12 e 24. Tais
construgoes foram feitas com o auzilio de subcorpos de corpos ciclotémicos e de algoritmos com-
putacionais utilizados no software Mathematica.
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1 Introducao

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™. Equivalentemente, A C R™ é um
reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes vy, ..., v, € R" tal que
A ={3>" av;; a; € Z}. O conjunto {vy,..., vy} é dito uma base para A. Uma matriz M
cujas linhas s&o estes vetores é dita uma matriz geradora para A enquanto que a matriz associada
G = MM" = ((v;,v)))%—; é dita uma matriz de Gram. O determinante de A é det A = det G e
é um invariante sobre mudanga de base. Um reticulado A é dito integral se (x,y) € Z para todo
x,y € A e um reticulado integral é dito par se (x,x) é par para todo € A. Um reticulado
unimodular é um reticulado integral com det(A) = 1 [7]. No que se segue m = n.

A densidade de empacotamento de um reticulado A C R", A(A), é a proporgao do espago
R"™ coberto pela uniao de esferas congruentes disjuntas de raio maximo, centradas nos pontos
de A. Devido a homogeneidade de distribuicdo de pontos em um reticulado, a densidade de
empacotamento é dada por A(A) = %,

et(A)1/
do reticulado e vol(B(1)) é o volume euclidiano da esfera unitaria n-dimensional [7].

Um reticulado A C R"™ tem diversidade m < n se m é o nimero méaximo tal que para todo
y=(y1, - ,Yn) € A, y # 0, existem no minimo m coordenadas nao nulas em y. Dado um
reticulado A C R" com diversidade méaxima (m = n), a distancia produto minima de A é definida
como dpin(A) = min{[]"", |y;| para todo y = (y1,--- ,yn) € A,y # 0} [3]. Para estabelecer
uma comparagao entre reticulados de normas minimas diferentes, a distancia produto minima
relativa é obtida multiplicando a distancia produto minima do reticulado por )\% onde A é o
valor da norma minima euclidiana do reticulado.

onde p é metade da norma euclidiana minima
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Constelagoes de sinais tendo estrutura de reticulado sao utilizadas na codificacao para trans-
missdo de sinais em canais gaussiano e com desvanecimento do tipo Rayleigh. A eficiéncia na
transmissao estd associada a propriedades especificas dos reticulados. Para utilizacao em canais
gaussianos, bons reticulados sdo aqueles que apresentam alta densidade de empacotamento [7]
e para utilizagdo em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh sao aqueles com diversidade
méxima e com alta distancia produto minima [5].

Dado um reticulado qualquer, em geral é dificil calcular sua densidade de empacotamento
pois é necessario determinar o vetor de norma minima, o que para reticulados gerais é um
problema dificil (a conjectura é que seja NP-Hard [17]). A mesma dificuldade ocorre no célculo da
distancia produto minima. Utilizando teoria algébrica dos nimeros, podemos obter reticulados
como imagem de um homomorfismo torcido aplicado a certos Z-moédulos contidos em corpos de
numeros [2], os quais chamamos de reticulados algébricos. Através de propriedades especificas
dos corpos de nimeros utilizados na construgao de cada reticulado algébrico, podemos calcular
a densidade de empacotamento, a diversidade e a distancia produto minima do reticulado em
questao.

Em [12] utilizando a teoria de reticulados algébricos e algoritmos de busca exaustiva no
software Mathematica foram construidas versoes rotacionadas com diversidade méaxima dos re-
ticulados Ao, D3, Dy, D5, E7 e Eg, que sdo os reticulados mais densos possiveis nas dimensées
2,3,4,5,7 e 8, respectivamente. Um interesse pratico em reproduzir reticulados densos com
diversidade méxima é que tais constelacoes podem ser usadas na transmissao de dados entre um
receptor mével e uma base ou entre um receptor mével e um satélite através do mesmo sistema
de modulagao/demodulacao [5].

Neste trabalho, também com o auxilio da teoria de reticulados algébricos e algoritmos compu-
tacionais construimos versoes rotacionados com diversidade maxima dos reticulados mais densos
conhecidos nas dimensoes 12 e 24. Até o momento apenas nas dimensoes 1 a 8 e 24 foram de-
terminados os empacotamentos reticulados mais densos, que sdo respectivamente, As, D3, Dy,
D5, Eg, E7, Eg e Aoy [7, 9]. Para a dimensao 12 conjectura-se que o reticulado Ki2 seja o mais
denso possivel [8].

Quando passamos a trabalhar em dimensoes mais altas como a 24, por exemplo, precisamos
de algoritmos computacionais diferentes dos até entao utilizados para dimensoes menores, pois
o tempo de execucao torna-se invidvel. Neste trabalho, adaptamos um algoritmo descrito por
Fincke e Post em 1984 e que inspirou o bem conhecido algoritmo de decodificagao para reticulados
“Sphere Decoder” [19].

Uma questao interessante a ser explorada é qual é a maior distancia produto minima re-
lativa possivel para cada um dos reticulados Ag, D3, D4, D5, E7, Eg, K12 e Agy. Em [12] e
neste trabalho apresentamos versoes rotacionadas de tais reticulados e calculamos a respectiva
distancia produto minima relativa para cada construgao, mas nao sabemos se estes valores os sao
os maiores possiveis para os reticulados considerados construidos como reticulados algébricos.

2 Reticulados algébricos

Os resultados sobre teoria algébrica dos nimeros podem ser encontrados em [18, 14].
Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok seu anel de inteiros. Existem exatamente n

Q-homomorfismos distintos o; : K — C, para i = 1,2,...,n. Um corpo de ntimeros K é dito
totalmente real se 0;(K) C R, para todo i = 1,...,n. Um elemento a € K é dito totalmente
positivo se o;(a) > 0 para todo i = 1,--- ,n. Pode ser mostrado que todo ideal nao nulo Z de

Ok é um Z-mébdulo livre de posto n.

Dado 2 € K, os valores N(z) = Ngjg(z) = [[;2; 0i(x) e Tr(x) = Trygg(r) = D1, 0i(x) sao
chamados de norma e tra¢o de x em K|Q, respectivamente. Se x € O, entao N(z),Tr(z) € Z.
A norma de um ideal nao nulo Z de Ok é definida como Ng(Z) = |Ox/Z|. Se {wi,...,wn} é
uma Z-base de Ok, o inteiro dx = (det[o; (wi)];-szl)2 é chamado de discriminante de K e é um
invariante sobre mudanca de base.
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De agora em diante, sejam K um corpo de niimeros totalmente real de graun e g; : K - R
para i =1,2,...,n seus n Q-homomorfismos distintos.

Definicao 2.1. [2] Sejam o € K totalmente positivo e o = o;(c) para todo i. O homomorfismo
torcido € definido como o4 : K — R", onde o4 (z) = (aro1(z),. .., /anon(z)).

Proposigao 2.1. [3] Se T C Ok € um Z-mddulo livre de posto n com Z-base {w1, ..., wy}, entdo
a imagem A = 04(Z) é um reticulado em R™ com base {o4(w1),...,0q4(wy)}. Mais ainda, como
K € totalmente real, seque que A tem diversidade mdzima e possui G = (TTK@(awiwj))?j:l
como matriz de Gram. 7

Proposicao 2.2. [3] Se T C Ok é um Z-mddulo livre de posto n, entdo a distancia produto

minima de A = 0,(Z) é dada por dp min(A) = \/dectl]g\) NKI(I) mingyer | Ngig(y)|- Em particular,
se T C Ok € um ideal principal, entdo ming.,er |Ngo(y)| = Nk (Z).

Quando um reticulado algébrico é construido via um ideal principal de Ok, sua distancia pro-
duto minima é inversamente proporcional ao discriminante dx do corpo de nimeros considerado.
Em nossa abordagem, como uma distancia produto minima maior é desejada, consideramos cor-
pos de nimeros com discriminantes pequenos.

Proposicao 2.3. [13] Se T C Ok é um Z-mdédulo livre de posto n, entao det(on(Z)) =

Os corpos utilizados nas nossas construgoes sao subcorpos totalmente reais maximais dos
corpos ciclotomicos. Seja (,, € C uma raiz m-ésima primitiva da unidade. O corpo ciclotémico
L = Q(¢m) é o menor subcorpo de C que possui Q e (,,. O corpo L pode ser caracterizado por
Q(¢m) = {Z?:(%n)fl a;Cl; a; € Q}, onde ¢ é a funcio de Euler. O subcorpo K = Q((n+¢0) =

sm) .

Yoy ai(G, + G a € Z} é um subcorpo totalmente real maximal de grau [K : Q] =

o(m

’ Nossas construgoes sao baseadas na fatoracao de ideais do anel de inteiros como um produto
de ideais primos. O Teorema de Kummer [14, p. 27| fornece uma forma explicita de tal decom-
posicao que conta com a fatoracao de polinémios em certos anéis quocientes. Para fatorar tais
polindmios utilizamos o software Mathematica, sem o qual tais calculos seriam muito trabalho-
sos. A decomposicao obtida fornece dois geradores para nossos ideais. A fim de encontrar um

tnico gerador (caso o ideal seja principal) utilizamos a forma normal de Hermite [9, p. 67].

N

2.1 Um reticulado K;s-rotacionado

O reticulado Coxeter-Todd K79, descoberto em 1953 por Coxeter e Todd, é um reticulado
12-dimensional definido pela matriz geradora

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 V3 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 V3 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0 V3 0 0 0
1 1 V3 V3
M = 1 -3z -1 1 0 0 \% A % 0 0 0
1 1 &
-1 1 -1 0 1 0 V2 0 B 0 0 0
e ! 0o 0 R/ BV 0 o o o
_1 _1 _1 _1 0 0 V3 _ V3 _ V3 V3B 0 0
2 2 2 2 2 2 2 2
_1  _1 _1 _1 0 _ V3 V3 _ V3 0 V3 0
2 2 2 2 2 2 2 2
_1 _1 _1 0 0 _1 _ V3 _ V3 V3 0 0 V3
2 2 2 2 2 2 2 2

Tal reticulado possui determinante 3% e vetor de norma mifnima ao quadrado igual a 4, o que
resulta na densidade de empacotamento A(Kj2) = 0.04945 [7, p. 127]. Ainda nao foi provado
que esta é a maior densidade possivel na dimensao 12 mas a conjectura é de que seja.
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Em [1, 2, 5] foram apresentadas versoes rotacionadas do reticulado Kj2 via o corpo ci-
clotomico Q((o1). Essas versoes possuem diversidade 6 e, neste caso, ndo temos uma férmula
explicita para calcular a distancia produto minima. Em [4] foi apresentada uma versao do re-
ticulado K12 com diversidade méxima via Q((gq + C8_41). Na Proposicao 2.4, utilizando uma
técnica diferente, apresentamos a construgao de um reticulado Kjo-rotacionado via Q((g4 + CSQI)
com diversidade maxima 12 e calculamos sua distancia produto minima relativa, que é a mesma
do reticulado obtido em [4].

Na demonstragao da Proposicao 2.4 utilizamos o fato que se dois reticulados A e Ay possuem
uma mesma matriz G como matriz de Gram, entdo sao equivalentes na métrica euclidiana [15].
Além disso, utilizamos o algoritmo LLL de redugao de base [16]. Os algoritmos de reducao de
base procuram por uma base do reticulado que tenha vetores aproximadamente ortogonais e
de tamanho razoavelmente pequeno. O algoritmo LLL atua em tempo polinomial, mas a base
encontrada pode nao ser a melhor possivel. A questdo de encontrar a melhor base reduzida
possivel esta relacionada ao problema de encontrar a norma minima do reticulado.

Proposicao 2.4. Sejam K = Q((g4 + ngll) ee = (iy+ ngf, para i = 1,2,--- ,12. Se a =

ezeneiges € T = (14 ey +e3+es5+eg), entdo o reticulado A = ——=0,(Z) é um reticulado

V28
Kyz-rotacionado e {/dp rei(A) = 0.15172.

Demonstragao. Baseado na Proposicao 2.3, uma condigao necessaria para construir um reticu-
lado Kjs-rotacionado, escalonado por y/c com ¢ € Z, via um ideal de O, é a existéncia de um
elemento totalmente positivo « tal que 3%¢'? = N q(a) Nk(Z)?2123%710. Utilizando o Teorema
de Kummer para fatorar ideais como produto de ideais primos, segue que 20x = P2, onde P =
(2,1+ef+ef)=(1+es+es+es5+eg) e Ng(P)=20e70x =8 onde S = (7,44 €?) = (e3)
e Ng(S) = 72. Tomando a* = e3, segue que Ngjg(a®) = 72, e que o ndo é totalmente posi-
tivo. Através de um algoritmo de busca exaustiva conseguimos encontrar o elemento esgeiges
tal que se a = ezegpergen, entao Ngjg(a) = 72 e a é totalmente positivo. Tomando Z = P e

0 =1+ e+ ez + e5 + eg, segue que uma matriz de Gram para \/%oa (Z), associada a Z-base
{fey,...,0e12} de Z, é dada por
6 4 —4 6 2 -3 6 0 -2 6 —2 —1
4 6 -2 2 3 0 3 0 0 4 —1 0
—4 —2 12 —5 0 9 —6 3 6 -7 6 5
6 2 -5 10 1 —6 9 0 —4 8 —1 -2
2 3 0 1 4 1 0 2 2 2 0 0
G _ -3 0 9 —6 1 10 —6 2 8 —6 3 6
- 6 3 —6 9 0 —6 12 0 —6 9 0 -3
0 0 3 0 2 2 0 4 1 0 3 0
-2 0 6 —4 2 8 —6 1 10 -5 0 6
6 4 -7 8 2 —6 9 0 -5 10 —2 —4
-2 —1 6 —1 0 3 0 3 0 -2 6 1
—1 0 5 —2 0 6 -3 0 6 —4 1 6

Agora, devemos encontrar uma matriz mudanca de base U tal que a matriz de Gram UGU*
de A satisfaca UGU! = MM?!, que é uma matriz de Gram para Ki3. Como a matriz M é
formada por vetores pequenos (normas baixas), segue que primeiro aplicamos o algoritmo LLL
[16] na matriz de Gram G, obtendo assim uma base com vetores menores para o reticulado A,
cuja matriz de Gram associada é G; e a matriz mudanca de base é U;. Utilizando essa nova
base, implementamos um algoritmo de busca exaustiva que varia as entradas de uma matriz Uy
em {—1,0,1} e verifica se vale a igualdade UsG1U% = M M*. Com isso, encontramos a matriz
mudanca de base U = UsU; dada por

0 0 —2 2 0 3 —1 -1 —1 —1 1 —1

2 —1 —1 —1 -1 —1 —1 0 1 1 2 1

1 —1 1 -2 1 —1 1 -1 0 1 0 1

0 -1 2 -2 1 -2 1 0 0 1 —1 1

-1 0 0 1 1 1 0 -1 0 0 0 -1

U _ -2 1 0 2 0 1 0 1 -1 —1 -1 0
- 2 -1 -1 -1 0 0 -1 -1 0 1 2 1
-1 0 1 -1 1 -1 1 0 0 1 —1 1

0 0 2 -2 0 -2 1 0 0 1 —1 1

-1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 -1

—1 1 —1 2 0 2 0 0 -1 -2 0 -1

0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1
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tal que UGU! = M M? é uma matriz de Gram de Kj2. Como a norma euclidiana de \/#2—8001 (Z) ¢
V2, segue que sua distancia produto minima relativa satisfaz /d, ;(A) = 1</ ﬁ 2% 21272 =
0.15172. =

2.2 Um reticulado Ay-rotacionado

O reticulado de Leech Asy, descoberto em 1965 por John Leech, é caracterizado como o
unico reticulado unimodular, par e com norma euclidiana minima ao quadrado igual a 4. Tal
reticulado possui portanto densidade de empacotamento A(Agy) = 0.001930 e é provado ser o
reticulado mais denso possivel na dimensao 24 [9],[7, p. 131].

Em [6] foi apresentada a construgdo de um reticulado Agy-rotacionado via Q({s9) e em [2]
foram apresentadas construgoes de reticulados Agg-rotacionados via Q((39) e Q((35), ambas com
diversidade 12 e, neste caso, ndao temos uma formula explicita para calcular a distancia produto
minima. Em [4] foi apresentada uma versao do reticulado Agy com diversidade méaxima via
Q(C140 + sz&)). Na Proposicao 2.5, utilizando uma técnica diferente, apresentamos a construgao
de um reticulado Aog-rotacionado com diversidade méxima e calculamos sua distancia produto
minima relativa, que é a mesma do reticulado obtido em [4].

Para provar que o reticulado da Proposicao 2.5 é de fato um reticulado Agy-rotacionado
vamos mostrar que o reticulado em questao nao possui vetor com norma euclidiana ao quadrado
igual a 2. Para este fim, implementamos no software Mathematica um algoritmo similiar ao
criado por Fincke e Post em 1984 [11], que procura por vetores do reticulado com uma dada
norma. Tal algoritmo é descrito brevemente na Subsegao 2.2.1.

Proposicao 2.5. Seja K = Q((140 + C;&)) ee = Cly+ €1_4i0; para i = 1,2,---,24. Se a =
eser(eresergens) e T = (14 e7 + e1q), entdo o reticulado A = \/%UQ(I) é um reticulado Agy-

140
rotacionado e %/dprei(A) = 0.08594.

Demonstragcao. Baseado na Proposicao 2.3, uma condi¢ao necessaria para construir um reticu-
lado Ags-rotacionado, escalonado por y/c com ¢ € Z, via um ideal de O, é a existéncia de
um elemento totalmente positivo « tal que c¢** = NK‘Q(OC)NK(I)2224518720. Podemos escrever
20k = P?, onde P = (2,1+e}+ el +el +el +ei’ +el?) = (1+er+eun) e Nx(P) = 2'2
50x = S* onde S = (e7) e Ng(S) = 5% e TOx = RS, onde R = (e5) e Nx(R) = 7*. To-
mando o = eser, segue que NK|@(a*) = 5574 e que o* nao é totalmente positivo. Através
de um algoritmo de busca exaustiva conseguimos encontrar o elemento ejeseigess tal que se
a = ezer(ereqeipess), entao NK‘Q(CM) = 5574 e o é totalmente positivo. SeZ =P e = 1+er+eq,
~ . 1 . ,
entdao uma matriz de Gram para T (Z), associada com a Z-base {fey,- - ,0ess} de Z, é dada
por

18 13 12 11 12 15 14 15 14 10 10 9 12 11
13 8 12 12 16 14 10 12 15 12 9 14 12 8
12 12 18 17 14 11 12 10 10 14 16 12 10 9

[
N
[
-
(=2}

,_.
Y
-

S o

o
=
(=}

8 6 7 8 8 8 6

8 9 6 10 5 4 8 6

8 10 12 7 6 5 2 5

7 9 14 6 7 4 2 4

12 16 14 12 8 12 10 10 14 12 10 14 12 7 8 10 10 7 10 10 4 4 6 6
15 14 11 12 12 16 11 14 13 10 9 0 12 10 10 12 8 6 7 8 7 6 8 6
14 10 12 11 10 1 20 14 10 10 10 7 8 15 14 8 8 8 4 4 10 11 6 4
15 12 10 10 10 14 14 16 11 10 8 8 10 12 13 10 8 6 5 6 8 10 7 6
14 15 10 9 14 13 10 11 16 9 8 11 12 8 8 13 8 5 8 9 6 4 10 6
10 12 14 14 12 10 10 10 9 14 12 12 9 8 8 6 10 10 9 8 5 6 3 6
10 9 16 17 10 9 10 8 8 12 18 10 8 9 6 5 8 14 10 5 8 4 2 4
G _ 9 14 12 12 14 10 7 8 11 12 10 14 10 6 6 8 9 8 10 10 4 4 5 6
- 12 12 10 9 12 12 8 10 12 9 8 10 12 7 8 10 8 5 8 9 6 5 8 6
11 8 9 10 7 10 15 12 8 8 9 6 7 14 11 8 6 8 4 4 10 10 6 4
12 8 8 7 8 10 14 13 8 8 6 6 8 11 14 7 8 5 4 5 8 11 6 5
11 12 6 6 10 12 8 10 13 6 5 8 10 8 7 14 6 4 6 8 6 4 10 6
8 9 10 9 10 8 8 8 8 10 8 9 8 6 8 6 10 7 8 7 4 5 4 6
6 6 12 14 7 6 8 6 5 10 14 8 5 8 5 4 7 14 8 4 6 4 1 4
6 9 10 10 10 7 4 5 8 9 10 10 8 4 4 6 8 8 10 7 4 2 4 5
7 10 7 6 10 8 4 6 9 8 5 10 9 4 5 8 7 4 7 10 3 4 6 6
8 5 6 7 4 7 10 8 6 5 8 4 6 10 8 6 4 6 4 3 10 7 6 3
8 4 5 4 4 6 11 10 4 6 4 4 5 10 11 4 5 4 2 4 7 12 4 4
8 8 2 2 6 8 6 7 10 3 2 5 8 6 6 10 4 1 4 6 6 4 10 4
6 6 5 4 6 6 4 6 6 6 4 6 6 4 5 6 6 4 5 6 3 4 4 6

Através da matriz de Gram G, podemos concluir que ﬁaa (Z) é um reticulado unimodular
par. Para mostrar que este reticulado é de fato um reticulado Ao4-rotacionado precisamos
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mostrar que sua norma euclidiana minima ao quadrado é igual a 4, pois As4 é o Unico reticulado
unimodular, par e com norma euclidiana minima ao quadrado igual a 4 na dimensao 24, a menos
de equivaléncia [9]. Utilizando inicialmente o algoritmo LLL e depois o algoritmo descrito na
Subsecao 2.2.1 conseguimos verificar que nao existe um vetor com norma ao quadrado igual a

2. Portanto, o reticulado é de fato um reticulado Ags-rotacionado. Como ﬁaa (Z) tem norma

minima euclidiana igual a 2, segue que sua distancia produto minima relativa é %/d, ,¢/(A) =

zvﬁz%w = 0.08594. =

2.2.1 Algoritmo

Sejam A um reticulado e G uma matriz de Gram para A. O primeiro passo é fazer uma fatoragao
de Cholesky em G dada por G = RR!, onde

1,1 0 0
R 2,1 2,2 0
24,1  T24,2 - T24,24

é uma matriz triangular inferior. A matriz R pode ser vista como uma matriz geradora de um
reticulado A; equivalente ao reticulado A. Dai, como A e A; sdo equivalentes com o mesmo
determinante, segue que possuem o mesmo valor de norma minima. Um vetor de A; é dado por
y = xR, para algum x € Z". Assim, a norma euclidiana de y ao quadrado é dada por

2

n
||1¢IH2 = Zlﬂm,l + -+ 2372303 + CL“247“24,23|2 + |1‘247°24,24|2-
i=1

Dado um valor r, para que y tenha norma menor ou igual a /7, devemos ter que \:(:247’24724\2 <r,
o que produz um intervalo pequeno de possibilidades para xs4. Uma vez que o intervalo em que
94 pode variar é conhecido, procuramos o intervalo de possibilidades para xs3 levando em conta
que |$23T23723 +.’L‘24T24723’2 + |l‘247“24724|2 < r e guardamos os pares ordenados (xgg, SU24). Notemos
que os valores de x93 dependem dos valores de x24. Seguindo o raciocinio indutivamente, obtemos
24 condigOes necessdrias para que a norma de y seja menor ou igual a /r. Tais condigoes sdo
descritas por

0<axpRpRixt <r, k=1,---,24, (1)
onde xp = (T, Tpt1,- - ,T23,T24) €
Thok 0 0
Rk _ "‘kﬁil,k Tk+l',k+1 0
7‘24'1,1 T2;1,2 o T24’.24
Em cada condi¢ao tem-se que a variagdo de zj depende da variacao de (xg_1,--- ,To3,T2q).

Apbs obter esses intervalos de variacao, testamos os candidados.

Observacgao 2.1. Observarmos que se para Aoy tivéssemos utilizado o mesmo algoritmo utili-
zado no caso do reticulado Ko para buscar por uma matriz mudanca de base, mesmo variando
0s possiveis coeficientes da matriz mudanga de base somente em {—1,0,1}, muito provavelmente
ndao obteriamos uma resposta em um tempo vidvel.
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