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Resumo: Neste trabalho daremos uma caracterizacdo para curvas planas, baseada nos invari-
antes de Arnold, e mostramos como determinar tais invariantes para curvas obtidas de cirurgias
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1 Introducao

A primeira tentativa sistemaética de classificar curvas planas fechadas foi realizada por Whitney
em 1937 [7]. Ele classificou as classes isotopia dessas curvas pelo indice de rotagao, que é dado
pelo nimero de voltas completas que o vetor tangente faz ao percorrer a curva considerando sua
orientacao.

Em 1994 V. I. Arnold publicou artigos ([2] e [3]) em que definia novos invariantes para esta
classe de curvas de modo a introduzir uma nova estratificacdo no conjunto da curvas planas
fechadas. Especificamente definiu trés invariantes bésicos, J*, J~ e St para aplicacoes estdveis
do circulo no plano.

Dadas duas curvas C e C’ de mesmo indice de Whitney existe uma familia F a 1-parametro
de imersdes de S' em IR? conectando C e C’, as imersdes conectando essas curvas podem ser
nao-genéricas. No caso em que a aplicacdo que define a familia F é genérica, de Arnold [2],
podem ocorrer trés tipos de eventos: auto-tangéncia direta, auto-tangéncia inversa e pontos
triplos.

Arnold introduziu trés invariantes de curvas plans fechadas néo-genéricas, na mesma classe
de imersao, da seguinte forma:

J1 associado as tangéncias diretas (com orientagoes concordantes).
J~ associado as tangéncias inversas (com orientagdes opostas)
St associado aos pontos triplos.

Estes invariantes estimam o niimero de cruzamentos ao longo de um caminho, no espago das
aplicacbes suaves, que leva uma curva genérica em outra. Arnold mostrou que estes invariantes
sao aditivos em relacao a soma conexa de curvas.

Em [6] foram introduzidos canais e pontes de curvas planas, que facilitam o célculo destes
invariantes. Uma ponte consiste em introduzir um retangulo no complemento da curva no plano,
respeitando as orientagoes, decompondo a curva dada em duas curvas menores com invariantes
conhecidos. O invariante da curva pode ser obtido em funcao dos invariantes das duas curvas e
do indice da ponte em relagao a curva dada.

Neste trabalho, introduziremos a caracterizagdo de curvas planas e apresentaremos um ge-
neralizagdo de pontes e canais para curvas planas, introduzida em [4], com todos os possiveis
canais e pontes, que permite calcular os invariantes de Arnold para uma curva plana em funcao
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das pontes e de curvas com no maximo um ponto duplo. O principal resultado é o seguinte
teorema:

Teorema: Uma curva com n pontos duplos é uma (curva) arvore se, e somente se, admite uma
decomposicao de exatamente n curvas dos tipos Ky e Ko e pontes sem pontos duplos ou uma
decomposicao de exatamente n 4+ 1 curvas do tipo Kj (isotépicas ao circulo) com pontes de
pontos duplos.

Como corolario deste resultado obtemos as formulas para as familias de curvas arvores,
proposto como conjectura por Arnold em [2] e provado por Aicardi em [1].

2 Invariantes de Arnold de Curvas Planas
2.1 Preliminares
Os conceitos basicos de curvas planas serao introduzidos a continuacao.

Definicao 2.1. Uma curva plana fechada suave é uma aplicacdo diferencidvel do circulo S*
no plano, cujas derivadas de todas as ordens nunca se anula. Vamos designa-ld simplesmente
por curva plana.

Definicao 2.2. Um ponto duplo em uma curva plana € a imagem de dois pontos distintos do
circulo com a propriedade de que os vetores tangentes sao distintos.

Definigao 2.3. O indice de uma curva plana fechada é o nimero de rotagées do vetor tangente
a curva.

Teorema 2.4. (Teorema de Whitney [7]) Uma curva plana fechada C pode ser deformada
em um curva plana fechada C' se, e somente se, C e C' tém o mesmo indice.

2.2 Os Invariantes J©, J~ e St

Em [2] Arnold mostrou que somente pontos triplos e auto-tangéncias sao necesséarios para mover-
se no espaco das curvas genéricas. Estes pontos especiais sao passados através dos seguintes
movimentos:
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-

Figura 1: Movimentos basicos

Observacgao 2.5. Um movimento J* € positivo se o nimero de pontos em dobro aumenta,
e negativo se este numero diminui. Um movimento St é positivo se o triangulo que surge €
orientado positivamente, e negativo se este triangulo é orientado negativamente.

Defini¢ao 2.6. Um tridngulo desaparecendo/surgindo é um triaingulo formado por trés
ramos de uma curva antes/depois de um movimento St.
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Figura 2: Regra do Triangulo.

O sinal de tal tridngulo é dado por (—1)9, com ¢ o nimero de lados do triangulo que coincide
com a orientagao ciclica dada pela orientacao da curva.

Para definir os valores dos invariantes J*, J~ e St Arnold considerou uma familia de curvas
bésicas ilustradas na figura 3, que vamos designar por curvas basicas de Arnold, de fato toda
curva fechada regular pode ser deformada em uma curva basica da Arnold.
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Figura 3: Familia de Curvas Bésicas.

Arnold mostrou ainda que esses invariantes estao bem definidos e sdo 1inicos a menos de uma
constante e associou as curvas bésicas os seguintes valores:

St(Kg) =0 St(Kiy1) =i
JT(Kp) =0 JT(Kiy1) =—2i parai=0,1, 2, 3,....
J7<K0> =-1 Jf(KZ‘_H) = -3

Definig¢ao 2.7. A soma conezxa disjunta de duas curvas, cada uma em semi-planos distintos,
€ obtida ao conectar as duas imersées originais através de dois arcos paralelos, mergulhados
( “ponte” ), interceptando apenas nas extremidades. Como mostra a figura 4.

P@- R

Figura 4: Soma Conexa de Curvas Planas.

Teorema 2.8. Todos os invariantes bdsicos sao aditivos sob a soma conexa de imersoes.
Observacgao 2.9. As somas conexas das curvas basicas satisfazem:
(a) Kiy1 =Ko+ -+ -+ Ky =Ky,
i vezes
(b) Kit1+ Kjy1 =Ky, 1 >0 e j>0.
Logo, X(Kj+1 + Ki41) = X(Kj41) = X (Kj+1) + X (Kj41), para X = J*, J~, St.

Definigao 2.10. Dizemos curva arborescente ou do tipo drvore se a eliminacdo de qualquer
um de seus pontos duplos decompoe esta em duas curvas disjuntas (veja exemplo na figura 5).

Dizemos que uma curva T' com n pontos duplos é extrema se i(I') = n+ 1 (uma curva
extrema € arborescente, veja exemplo na figura 5b).
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Figura 5: Curvas Arborescentes.

3 Invariantes de Familias de Curvas Planas Fechadas

Uma consequéncia importante deste estudo é a obtencao de um método para calcular os in-
variantes de Arnold, baseado na decomposi¢do de uma curva dada em curvas béasicas unidas
por pontes. Obtemos assim uma féormula que proporciona os invariantes da curva inicial em
termos dos invariantes das curvas béasicas que aparecem na decomposi¢ao. Veremos com alguns
exemplos que este método reduz consideravelmente com relagao a outros métodos ja conhecidos
(veja, por exemplo (Polyak e Viro [5]).

Além disso, estendemos o estudo de Arnold a colegoes de curvas determinando em particular
invariantes T (I'y, T'y), T~ (T, T2) e TS(T'y, Ty), para pares de curvas planas que sio relevantes
no estudo das aplicacoes estaveis das superficies no plano. E obtemos, diretamente, os resultados
de Aicardi [1] para curvas arborescentes.

Notacgoes:
e 1, = %1, de acordo com as orientacoes dos arcos conectados por 7.

e 1), indica o nimero de componentes conexas que y conecta
° i(’yi) =Fle i(’yo) =0.

Definigao 3.1. T7(I'y, T'y) € o nimero total de tangéncias diretas, com seus sinais con-
tados, formadas ao longo do processo de separacio de duas curvas e T~ (I'y, I'9) é o nimero
de tangéncias inversas, com seus respectivos sinais, que aparecem neste processo.

Seja P um ponto triplo formado ao longo da separacao destas duas curvas, denotamos por
&p,q(P) o sinal correspondente ao ponto triplo P que pode tomar valores +1 ou —1 de acordo
com o seguinte critério:

e Percorrendo estas curvas a partir dos pontos base respeitando a ordem e orientacao das
mesmas, isto determina uma ordem ciclica nos trés arcos que formam um dado ponto
triplo, assim, o sinal desta transicao é determinado pela regra do tridngulo.

Definicao 3.2. O numero T5t de duas curvas 'y e Ty, denotado por TSt(Fl, I'y) € dado pela
soma Yy p&pq(P), esta soma tem contribuicoes de todos os pontos triplos P que sio formados
pelo par de curvas, ao longo do processo de separar as curvas em semi-planos disjuntos.

3.1 Pontes

Sejam I' um conjunto de curvas planas e 7 uma outra curva contida no seu complemento,
conectando dois arcos A, B C I, entre os respectivos pares de pontos de intersec¢ao (p1,q1) e
(p2, q2), da seguinte forma:

Substituimos os arcos z1y; C A e x2ys C B, pelos arcos 192 e Zoy1 da curva ~, de tal forma
que 0s arcos piTi¥yaqs € pP2Zaoy1q1 respeitam as respectivas orientacoes das curvas em I' e sejam
suaves.

A conex@o de vy no conjunto de curva I', denotada por « *I', é compativel se os arcos A e B
com orientagao de I' definem um orientagdo em -y, como mostra a figura 6.
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Definigao 3.3. Dizemos que v é uma cirurgia em I' se v € uma uma curva do tipo “O” ou
“00” (veja figura 6).

5 71

B E
A1 ¥ : @( cirugia do tipo "O"

— :
X,y x4 \// Y2} 1Y g LL
y]_ y1 / N X X3

Y
q;

%

)[><j ( cirugia do tipo "od'
I \

Figura 6: Cirurgia nos arcos de I'.

Definigao 3.4. Dada um conjunto de curvas ', seja v uma curva conexdao simples (do tipo “O”
ou “c0”) em I'. Dizemos que vy é uma ponte.

No caso em que vy conecta arcos de uma mesma componente conexra também dizemos que
¢ uwm canal.

Observacgao 3.5. 1. Se vy conecta arcos de componentes conexas distintas, entao 1, = 0.

2. Se vy conecta arcos de uma mesma componente conexa , entdo 1, = 1.

Denotaremos, quando necessario, 7° quando a cirurgia é do tipo se “co” (193 = 0) e por 4+
quando a cirurgia ¢ do tipo “O” e ¥, = £2.

Na vizinhanca de um ponto de interseccao temos quatro possibilidades diferentes de conectar
dois arcos, como mostra a figura 7a). Observe que uma cirurgia tipo “O” sempre conecta regioes
do complemento IR? \ T de indices iguais.

+2 | I+1

Figura 7: Pontes

Exemplo 3.6. A figura 8 ilustra um exemplo com I' = (I'1, '), com i(I'1) =4 e i(I'y) = 1. Os
indices destas componentes de I' conectadas pelas diferentes pontes sdo:
i(yy *0) =i(yy xT) =4, i(yd xT) =6 ei(r]+T) =5.
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Figura 8: Soma de duas curvas com diferentes pontes.

3.2 Os invariantes J©, J~ e St para v T’

Vamos determinar o efeito da cirurgia v (cirurgias) sobre os invariantes de Arnold.

Os principais resultados demonstrados sao:

Teorema 3.7. Sejam I' um conjunto de curvas e vy uma ponte conectando dois arcos A e B de
I', entdo
JE(y#T) = JHT) + JH() = (9yiy — 211).

Observagao 3.8. No caso em que I' tem apenas duas componentes de curvas separadas em
semi-planos disjuntos, isto €, 1y, =iy = 0, temos

JE(y+ ) = JHD) + J5(y) = JHT) + TH(T2) + J5(),
resultado foi demonstrado por Arnold em [3].

Teorema 3.9. Sejam 'y e I's duas componentes de curvas conectadas por uma ponte 7y, entdo

St(y (T1,T2)) = St(T'1) + St(T2) — T5*(T'1, Ty).

3.3 Invariantes para Curvas Arborescentes

Em [1], Aicardi demonstra férmulas, conjecturadas por por Arnold em [2], para vérias curvas
arborescentes (tipo drvore) especiais. Aqui obteremos uma destas férmulas como consequéncia
direta de nossos resultados.

O primeiro mostramos uma equivaléncia entre uma curva ser do tipo arvore e sua decom-
posicao em curvas do tipo Ky, K; e Ko.

Teorema 3.10. Seja I' uma curva com n pontos duplos. I € uma curva do tipo drvore se, e
somente se, admite uma decomposicdao de exatamente n curvas dos tipos Ko e Ko e pontes dos
tipos & ou uma decomposicio de exatamente n+ 1 curvas do tipo K (isotdpicas ao circulo).

Corolario 3.11. Seja I' uma curva drvore com n + 1 pontos duplos e v I' uma decomposi¢do

de I'. A curva I' € extrema se, e somente se, cada componente de v ' € do tipo Ko e cada

componente de v € do tipo .

Corolario 3.12. Os invariantes de uma curva extrema I' com n pontos duplos sdo dados por:
(i) J+(F) = -2 Z?:O lip;»
(i) J7(I) =—n =23 gip,,
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(iil) StI) =32 ¢ ip;»
com p; 0s pontos duplos da curva parai=1,---,n,.

Exemplo 3.13. [1] Considere a familia de curvas extremas, Cy, dado na figura 9. Observe

0Q 6 &

CO Cl CZ Cn

Figura 9: Familia {C), }n>0.

que se enumeramos os pontos duplos de fora para dentro da curva como p1,--- ,pn temos que
ip; = j. Seque do coroldrio 3.12 que:

St(C,) =" ;”
J=(Cn) = —(n? + 2n)
JH(Cp) = —(n? +n)
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