
A Minimalidade IP -MDS e a Identidade de Minimalidades
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Resumo: Nesse trabalho mostramos a existência de um novo parâmetro para códigos li-
neares não degenerados sobre a métrica poset, a minimalidade IP -MDS de C. A partir
dai, enunciamos e demonstramos o Teorema da Minimalidade IP -MDS de C e o Teorema
da Variância IP -MDS de C. Uma das consequências da definição desse parâmetro é a
Identidade de Minimalidades IP -MDS de C, que relaciona a minimalidade, a distância
mı́nima e a dimensão de C e C⊥.
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1 Introdução

A Teoria de Códigos Corretores de Erros foi iniciada por C.E. Shannon e por R.W.
Hamming, respectivamente, nos trabalhos A Mathematical Theory of Communication e
Error Detecting and Error Correcting Codes, ambos publicados no The Bell System Te-
chnical Journal. A partir dai, a Teoria de Códigos Corretores de Erros teve um desen-
volvimento significativo, sendo utilizada até hoje em aplicações que vão desde a gravação
de dados em um DVD, até programas espaciais do JPL (Jet Propulsion Laboratory) e da
NASA (National Aeronautics and Space Administration).

V.K. Wei, em [7], generalizou o peso de Hamming de um código para seus subespaços.
O peso generalizado de Hamming de um subespaço é o número de coordenadas que não se
anulam nas palavras do subespaço. Para cada dimensão temos um peso mı́nimo generali-
zado e o conjunto desses pesos é chamado de hierarquia de pesos do código. Wei derivou
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algumas propriedades básicas da hierarquia, como a Monotonicidade, a cota de Singleton
e encontrou uma certa identidade de MacWillians para a hierarquia de pesos, a Dualidade
de Wei, utilizada para calcular os pesos generalizados de um código e de seu código dual.

Brualdi, Graves e Lawrence, em [1], obtiveram uma métrica ponderada por uma ordem
parcial (poset), na qual a métrica de Hamming e a de Niederreider são casos particulares
dessa métrica, dando origem assim aos espaços poset. O grande avanço na Teoria de
Códigos com a introdução das métricas ponderadas foi que, alguns códigos que na métrica
de Hamming não eram perfeitos passaram a ser perfeitos na métrica poset. A partir dai,
diversos autores generalizaram esses conceitos e resultados para o caso poset, como o peso
generalizado, a Monotonicidade e a Cota de Singleton em [1], e a Dualidade de Wei em
[3].

Em [2], utilizando conceitos de I-bolas e códigos I-perfeitos, J.Y. Hyun e H.K. Kim
demonstram que um código é IP -MDS, se e somente, seu código dual é ĨP -MDS. Esse
resultado não pode ser extendido para o conceito de peso generalizado definido por Wei,
pois existem códigos que são (IP, r)-MDS, sem que seu código dual seja (ĨP , r)-MDS. Dessa
forma, nesse trabalho buscamos encontrar uma relação do resultado demonstrado em [2],
com o conceito de peso generalizado para o caso poset. A partir disso, mostramos que
podemos relacionar o menor r ∈ [n] de forma que um código é (IP, r)-MDS, com a distância
mı́nima de seu código dual. Assim, definimos um novo parâmetro para códigos lineares
sobre a métrica poset, a Minimalidade IP -MDS, além de, enunciar e demonstrar o Teorema
da Minimalidade IP -MDS e o Teorema da Variância IP -MDS. Como consequência, obtemos
uma identidade que relaciona a Minimalidade IP -MDS, a distância mı́nima e a dimensão
de um código e de seu código dual.

2 Preliminares

As seguintes notações serão utilizadas nesse trabalho, como referência indicamos [7],
[6], [1], [4], [2] e [3].

• [n] := {1, 2, . . . , n};

• IFn
q é um espaço vetorial sobre IFq, um corpo finito com q elementos;

• C ⊂ IFn
q é um código linear se é um subespaço de IFn

q ;

• supp(x) = {i;xi 6= 0}, para x = (x1, . . . , xn) ∈ IFn
q ;

• supp(D) =
⋃

x∈D supp(x), onde D ⊂ IFn
q ;

• IP=([n],≤IP ), onde ≤IP é uma ordem parcial sobre [n];

• ĨP=([n],≤
ĨP

), onde ĨP é o poset dual de IP , isto é, se i ≤IP j então j ≤
ĨP
i;

• I ⊂ IP é um ideal de IP se, i ∈ I, j ∈ IP e j ≤IP i então j ∈ I;

• Se A ⊂ [n], 〈A〉IP = {i; i ≤IP j, j ∈ A};
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• ωIP (x) =| 〈supp(x)〉IP | e ωIP (D) =| 〈supp(D)〉IP |;

• dIP (x, y) = ωIP (x− y) e dIP (C) = min{ dIP (x, y);x, y ∈ C \ {0}};

• dIPr (C) := min{ωIP (D);D ⊂ C, dimD = r};

Teorema 2.1. [4][Monotonicidade] Seja C um [n, k]q IP -código, então

1 ≤ dIP1 (C) < dIP2 (C) < . . . < dIPk (C) ≤ n.

Teorema 2.2. [4][Cota de Singleton generalizada] Seja C um [n, k]q IP -código, então

r ≤ dIPr (C) ≤ n− k + r.

Definição 2.3 ([5], [7]). Um [n, k]q IP -código C é dito (IP, r)-MDS se dIPr (C) = n−k+r.

Teorema 2.4. [3][Dualidade de Wei] Sejam C um [n, k]q IP -código e C⊥ seu dual. Se

X := {dIP1 (C), dIP2 (C), . . . , dIPk (C)} e

Y := {n+ 1− dĨP1 (C⊥), n+ 1− dĨP2 (C⊥), . . . , n+ 1− dĨPn−k(C⊥)},

então
X ∪ Y = [n] = {1, 2, . . . , n} e X ∩ Y = ∅.

3 Minimalidade IP -MDS de C

Definição 3.1. Um código C é dito degenerado se existe uma matriz geradora de C com
uma coluna nula. Caso contrário ele é dito não degenerado.

Seja C um [n, k]q IP -código (IP, r)-MDS não degenerado. O Teorema da Monotonici-
dade e a Cota de Singleton nos garantem que C é (IP, t)-MDS para r < t ≤ k, pois,

dIPr (C) = n− k + r < dIPr+1(C) ≤ n− k + r + 1⇒ dIPr+1(C) = n− k + r + 1.

Assim, torna-se natural perguntar qual o menor j ∈ [n] de forma que C é (IP, j)−MDS.
Dessa forma, definimos.

Definição 3.2. A minimalidade IP -MDS de C é o menor j ∈ [n] de forma que C é
(IP, j)−MDS, e será denotada por µIP (C).

Teorema 3.3. [[3]] Se C é um [n, k]q IP -código não degenerado, então C é (IP, k)−MDS.

Observe que o teorema 3.3 garante que o parâmetro µIP (C) está bem definido para
códigos não degenerados e 1 ≤ µIP (C) ≤ k. Agora mostraremos como esse novo parâmetro
está relacionado com a distância mı́nima do código dual de C.
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Teorema 3.4. [Teorema da Minimalidade IP -MDS] Seja C um [n, k]q IP -código não de-
generado, então

µIP (C) = r se, e somente se, dĨP1 (C⊥) = k − r + 2.

Demonstração 3.5. Seja C um [n, k]q IP -código não degenerado, com µIP (C) = r. Então

dIPr (C) = n− k + r,

dIPr+1(C) = n− k + r + 1,

...

dIPk (C) = n

e
dIPr−1(C) < n− k + r − 1.

Se X é a hierarquia de IP -pesos de C, então

X = {dIP1 (C), dIP2 (C), . . . , dIPr−1(C), n− k + r, n− k + r + 1, . . . , n} e n− k + r − 1 /∈ X.

Pelo Teorema da Dualidade Poset, se

Y = {n+ 1− dĨPn−k(C⊥), n+ 1− dĨPn−k−1(C⊥), . . . , n+ 1− dĨP1 (C⊥)}, então

X ∪ Y = [n] e X ∩ Y = ∅.

Logo n−k+r−1 ∈ Y e n−k+r−1 = max Y , pois {n−k+r, n−k+r+1, . . . , n} ⊂ X.
Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, temos

n+ 1− dĨPn−k(C⊥) < n+ 1− dĨPn−k−1(C⊥) < . . . < n+ 1− dĨP1 (C⊥).

Como n− k + r − 1 = max Y , segue que

n− k + r − 1 = n+ 1− dĨP1 (C⊥)⇒ dĨP1 (C⊥) = k − r + 2.

Reciprocamente, seja C um [n, k]q IP -código não degenerado com dĨP1 (C⊥) = k− r+ 2.

Seja Y a hierarquia de ĨP -pesos de C⊥,

Y = {dĨP1 (C⊥), dĨP2 (C⊥), . . . , dĨPn−k(C⊥)}.

Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, como dĨP1 (C⊥) < dĨP2 (C⊥) < . . . < dĨPn−k(C⊥),
então {1, 2, . . . , k − r + 1} não está contido em Y . Pelo Teorema da Dualidade Poset, se

X = {n+ 1− dIP1 (C), n+ 1− dIP2 (C), . . . , n+ 1− dIPk (C)}, então

X ∪ Y = [n] e X ∩ Y = ∅.
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Assim, {1, 2, . . . , k − r + 1} ⊆ X e k − r + 2 /∈ X.
O Teorema da Monotonicidade Poset nos garante que,

n+ 1− dIPk (C) < n+ 1− dIPk−1(C) < . . . < n+ 1− dIP1 (C).

Logo,
n+ 1− dIPk (C) = 1⇒ dIPk (C) = n.

n+ 1− dIPk−1(C) = 2⇒ dIPk−1(C) = n− 1.

...

n+ 1− dIPr (C) = k − r + 1⇒ dIPr (C) = n− k + r.

Dessa forma C é (IP, r)−MDS e µIP (C) ≤ r. Como k − r + 2 /∈ X, temos

n+ 1− dIPr−1(C) > k − r + 2⇒ dIPr−1(C) < n− k + r − 1.

Portanto, r é o menor número tal que C é (IP, r)−MDS, ou seja, µIP (C) = r. �

4 Variância IP -MDS de C

Definição 4.1. Um IP -código C será dito dualmente não degenerado se, e somente
se, C e C⊥ são não degenerados.

Esta definição visa somente nomear a classe de códigos onde C e C⊥ são não degene-
rados, pois dessa forma µIP (C) e µ

ĨP
(C⊥) estão bem definidos em decorrência de C ser

(IP, k)−MDS e C⊥ ser (ĨP , n− k)−MDS.

Definição 4.2. Dado C um IP - código dualmente não degenerado, definimos a variância
IP -MDS de C, denotado por ∆IP (C), como sendo o número inteiro

∆IP (C) = µIP (C)− µ
ĨP

(C⊥).

Observe que k − n+ 2 ≤ ∆IP (C) ≤ k − 2 e ∆IP (C) = −∆
ĨP

(C⊥).

Teorema 4.3. [Teorema da Variância IP -MDS ] Seja C um [n, k]q IP -código dualmente

não degenerado. Então ∆IP (C) = dIP1 (C)− dĨP1 (C⊥)− n+ 2k.

Demonstração 4.4. Seja C um [n, k]q IP -código dualmente não degenerado e considere
∆IP (C) = µIP (C) − µ

ĨP
(C⊥) a variância IP -MDS de C. Pelo Teorema da Minimalidade

IP -MDS, temos

µIP (C) = k − dĨP1 (C⊥) + 2 e µ
ĨP

(C⊥) = n− k − dIP1 (C) + 2.

Portanto,

∆IP (C) = k − dĨP1 (C⊥) + 2− (n− k − dIP1 (C) + 2) = dIP1 (C)− dĨP1 (C⊥)− n+ 2k.�
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Teorema 4.5. Se C é um [n, k]q IP -código dualmente não degenerado, então C satisfaz
a igualdade

µIP (C)− µ
ĨP

(C⊥) = dIP (C)− d
ĨP

(C⊥) + dim C − dim C⊥. (1)

Demonstração 4.6. Seja C um [n, k]q IP -código dualmente não degenerado e considere
µIP (C) e µ

ĨP
(C⊥) as minimalidades de C e C⊥.

Pelo Teorema da Variância IP -MDS de C e pela definição de ∆IP (C), temos

∆IP (C) = dIP1 (C)− dĨP1 (C⊥)− n+ 2k e ∆IP (C) = µIP (C)− µ
ĨP

(C⊥)

Igualando ∆IP (C), obtemos µIP (C)− µ
ĨP

(C⊥) = dIP1 (C)− dĨP1 (C⊥)− n+ 2k.
Portanto,

µIP (C)− µ
ĨP

(C⊥) = dIP (C)− d
ĨP

(C⊥) + dim C − dim C⊥.�

A igualdade (1) será chamada Identidade de Minimalidades IP -MDS de C.

Teorema 4.7. [2] Sejam C um [n, k]q IP -código e C⊥ seu código dual. Então

C é IP −MDS se, e somente se, C⊥ é ĨP −MDS.

Demonstração 4.8. Seja C um [n, k]q IP -código MDS, então dIP (C) = dIP1 (C) = n−k+1,
ou seja, µIP (C) = 1. Pelo Teorema da Minimalidade IP -MDS de C, temos

dĨP1 (C⊥) = k − µIP (C) + 2 = k + 1.

Logo C⊥ é ĨP -MDS.
Reciprocamente, seja C⊥ um [n, n− k]q ĨP -código MDS, então

dĨP1 (C⊥) = k + 1.

Pelo Teorema da Minimalidade IP -MDS de C, temos

dĨP1 (C⊥) = k − µIP (C) + 2⇒ µIP (C) = 1.

Portanto, C é IP -MDS.�

Definição 4.9 ([3], [7]). A IP -discrepância de C, denotada por δIP (C), é o menor inteiro
s ∈ [n], tal que dIPs+1(C) > n− k.

Teorema 4.10. Seja C um [n, k]q IP -código não degenerado, então

δIP (C) < µIP (C).

Demonstração 4.11. Seja C um [n, k]q IP -código não degenerado com µIP (C) = r, ou
seja, dIPr (C) = n−k+ r. Como n−k < n−k+ r = dIPr (C), a definição de IP -discrepância
de C nos garante que δIP (C) + 1 ≤ r. Portanto,

δIP (C) ≤ µIP (C)− 1 < µIP (C).�
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5 Exemplo

Sejam IP e ĨP os posets como abaixo e C o [8, 6]2 IP -código dado pela matriz G.

Uma matriz que gera C⊥, o ĨP -código dual de C é(
1 0 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 0

)
Agora, dĨP1 (C⊥) = ω

ĨP
(01011011) = 5. Pelo Teorema da Minimalidade IP -MDS, temos

dĨP1 (C⊥) = 5 = 6− µIP (C) + 2⇒ µIP (C) = 3.

Logo, dIP3 (C) = n − k + 3 = 8 − 6 + 3 = 5 e dIP4 (C) = 6, dIP5 (C) = 7 e dIP6 (C) = 8.
Considerando X a hierarquia de IP -pesos de C, temos X = {dIP1 (C), dIP2 (C), 5, 6, 7, 8} e
dIP2 (C) < 4. Como C⊥ é não degenerado, então dIP1 (C) > 1, assim dIP1 (C) e dIP2 (C) são
elementos do conjunto {2, 3}. Portanto X = {2, 3, 5, 6, 7, 8}.
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