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Resumo: O objetivo deste trabalho € estudar ladrilhamentos de R™ por poliominds associados
a norma l,. No caso p = 1, a Conjectura de Golomb-Welch, em aberto por cerca de 44 anos,
propoe que nao existe ladrilhamento por tais poliominds, exceto em casos muito especiais. Aqui
estamos interessados em discutir a existéncia de ladrilhamentos no caso geral 1 < p < oco. Apre-
sentamos resultados nao-existenciais de ladrilhamentos para diferentes valores de p, bem como
um estudo da forma e das propriedades combinatorias dos poliominds associados.
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1 Introducao

Um poliominé em R™ é uma figura conexa formada pela uniao finita de cubos de lado unitério
de tal maneira que pares de cubo sdo disjuntos ou compartilham uma face (de dimensao k < n).
Um poliominé pode ser construido através da uniao de cubos centrados em pontos de Z™ contidos
em uma bola na norma [,, como mostrado na Fig. 1.

Figura 1: A esquerda, o poliominé L2(2,/5) e a direita L4(3,2), conforme definido na Secio 2.1

Além do interesse puramente combinatério, o estudo de ladrilhamentos de R™ por poliominés
surge naturalmente no contexto de cédigos corretores de erros. A conexao mais antiga é através
de c6digos na métrica de Lee, proposta por Golomb e Welch em [4]. No artigo em questao, os
autores mostram que cédigos perfeitos na métrica de Lee em Z™ estao associados a ladrilhamentos
de R™ por poliominds na norma ;. A partir dai, é enunciada a seguinte conjectura: nao existem
c6digos perfeitos na métrica de Lee para raio R > 1 e n > 2. Apesar de diversas tentativas e
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resultados parciais (ver e.g., o recente artigo [5] e as referéncias nele contidas), o caso geral da
Conjectura de Golomb-Welch encontra-se ainda em aberto. Mais recentemente, Schwartz [11]
estuda a existéncia de ladrilhamentos por poliominds conhecidos como quasi-cruzes, os quais
possuem aplicagoes no desenvolvimento de cédigos para memorias flash.

Apesar de largamente estudada, e.g. [4, 5], a conjectura de Golomb-Welch s6 tem uma
resposta definitiva para casos bem especiais (por exemplo, n = 2,3,4). Assim, é de interesse
considerar ladrilhamentos por estruturas que generalizam os poliominds considerados por Go-
lomb e Welch em [4]. Algumas generalizac¢oes na literatura incluem o estudo de cédigos quasi-
perfeitos, diametro-perfeito, e conjuntos perfeitamente dominantes. O objetivo deste artigo é
estudar ladrilhamentos de R™ por poliominds associados a cédigos perfeitos em Z™ na norma .

O trabalho esta organizado conforme descrito a seguir. Na Segao 2 descrevemos definigoes
iniciais e resultados anteriores acerca do tema. Na Secao 3 analisamos a forma dos poliominds,
descrevendo o raio critico. Na Secao 3, estabelecemos um teorema assintético de nao-existéncia
de ladrilhamentos, bem como resultados especificos para poliominés em R? na norma .

2 Preliminares e Resultados Anteriores

Seja Z™ o conjunto de todos os vetores cujas entradas sao inteiras. Sejam x e y dois vetores de
Z™ (ou R™). Denotamos a usual distancia l,, 1 < p < oo por

n

1/p
dp((l),y) = (Z “TZ - yl|p> € doo(:n,y) = max{‘xi - yz|a 1= 17 ce 7”}'

=1

A norma p |||, correspondente é dada por |z, = dp(x,0). A bola fechada de raio R
centrada em x é dada por:

By, R) = {y € R" : dy(y,x) < R}. 1)

Por simplicidade, a bola de raio R centrada na origem sera denotada por Bg(R). Nosso objeto de
estudo, um poliomind na norma l,, é definido como a uniao de cubos de lado unitario centrados
em pontos inteiros contidos em B (R) (isto é, os pontos de Bj(R) N Z"). Mais formalmente,
definimos o poliominé (associado & bola centrada na origem) Ly(n, R) como:

LmRr) = | (w + [_21 ﬂ n) @)

@€ By (R)NZ"

Na Fig. 1 encontram-se ilustrados alguns poliominés em diferentes normas.

Uma boa parte do estudo de poliominds na literatura estd interessada em saber quando um
poliominé ladrilha ou ndao o R™. Seja K C R™ um conjunto de volume finito. Um conjunto de
translacoes de K com interiores disjuntos é dito um empacotamento de K. Se, adicionalmente,
tal uniao é igual ao espago inteiro R", chamamos-na de ladrilhamento de R™. Se existe algum
ladrilhamento de R™ por cépias de K, dizemos que K ladrilha R™.

Conjuntos K de interesse na literatura incluem poliominés [4, 11], politopos-cruz [3] (isto
¢ K={x € R": [|z|, = R}) e bolas na norma I, (K = By(R)) [10]. Bolas na norma [, nao
ladrilham R™, exceto nos casos p = 1 (n = 2) e p = oo (qualquer n), portanto os problemas
associados a esses conjuntos dizem respeito ao arranjo mais eficiente, ou com maior densidade
de empacotamento, no espago.

Alguns resultados sobre ladrilhamento por poliominds na norma I, encontram-se enunciados
no que se segue.

Proposicao 1. [4] O poliominé L1(2, R) ladrilha R? para qualquer R > 0.

O préximo resultado foi provado em [4] para p =1 e em [8] para 1 < p < 0.
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Proposicao 2 ([4, 8]). O poliomind Ly(n,1) ladrilha R™ para qualquer n > 2.

Conjectura (de Golomb-Welch [4]). Paran >2 e R > 1, o poliomind Li(n, R) nao ladrilha o
R™.

Em [8], havia sido proposta uma extensao da conjectura de Golomb-Welch para as métricas
p. De fato, essa conjectura é falsa se considerarmos valores de R nao-inteiros - permanecendo
apenas o caso da métrica [;. Mais precisamente, pode-se mostrar que para qualquer n existe um
po tal que se p > py o poliominé L,(n, Rn!/P) ladrilha R™.

No que se segue revemos alguns conceitos sobre reticulados. Para maiores informagoes, suge-
rimos a referéncia [2]. Um reticulado (inteiro) A C Z™ é um conjunto da forma {uB :u € Z"},
onde B é uma matriz n X n ndo singular. Alternativamente, um reticulado é um subgrupo aditivo
discreto de Z". Dizemos também que um reticulado é um cddigo (linear) em Z™. Apesar de a
Teoria de Cddigos estar usualmente relacionada a codigos no espago vetorial Zy, g primo, codigos
em Z" vem sendo estudados mais recentemente, principalmente no que tange a sua relacao com
cédigos na métrica de Lee [3, 5].

A distancia minima d,(A) de um cédigo A C Z" na norma [, é definida como a menor
distancia entre dois elementos de A, ou equivalentemente, d,(A) = minge (o} |||, - Um reticu-
lado é um cddigo perfeito (com raio R) na norma [, se existe R > 0 tal que as bolas B} (x, R)NZ"
centradas em pontos € A sao todas disjuntas duas a duas e cobrem todo o Z™. Alternativa-
mente, um reticulado é um cédigo perfeito se, e somente se, o poliominé L,(n, R) ladrilha o R"
por translacoes dos pontos de A.

Um reticulado induz um empacotamento em R"™ por bolas na norma I, de raio p = d(A)/2.
A densidade de empacotamento de um reticulado é definida como A(A) = vol(B)(p))/|det B.
Para 1 < p < oo, a densidade é sempre um nimero estritamente menor que 1. Encontrar a
maior densidade em R” é um dos problemas centrais da teoria de reticulados [2].

3 O Raio Critico

Parap =1 e p = o0, é ficil ver que cada R € N estd associado a um poliominé distinto (isto
é, L1(n,R1) # La(n,Rg) se Ri,Ry € N e Ry # Ry). Além disso, estes s@o os unicos raios
em que ocorre uma mudanca no tamanho do poliomind, isto é Li(n,R) = Li(n, R + €) para
0 < e < 1. De uma certa forma, portanto, esses sdo os 1inicos raios relevantes para o estudo de
tais poliominds. Para 1 < p < oo é possivel que o poliominé mude de tamanho para raios que
nao sao inteiros. Surge a necessidade de definir um raio critico que, intuitivamente, é um raio
tal que ocorre mudanga de “tamanho” em L,(n,R). Dizemos, assim, que R é um raio critico
de um poliominé na norma I,, 1 < p < oo se Ly(n, R —¢) C Ly(n, R), para qualquer € > 0. Em
outras palavras, um raio R ¢ critico se existe € Z" tal que ||z|, = R.

Denotemos por R(n,p) o conjunto de raios criticos de poliominds na norma I, em Z". Segue
facilmente da defini¢do que R(n,p) C {0, 1Y/p 91/p 31/p } Entretanto nem todo elemento
tal que RP é inteiro é um raio critico, como visto abaixo:

Exemplo 1. Tome p=2 en = 2. Temos que
B3(V2)NZ? = Bi(V3) N Z* = {(0,0), (£1,0), (0, £1), (£1, £1)} .

Além disso (£1,+1) ¢ Bao(\v/2 — ) NZ? para qualquer € > 0. Portanto /2 é um raio critico, en-
quanto \/3 ndo é um raio critico, apesar de ambos pertencerem ao conjunto {O, 11/2 o1/2 31/2 }

Na norma I, podemos caraterizar completamente os raios criticos através de teoremas de
soma de quadrados da Teoria dos Numeros.

Proposicao 3. Um numero R € {O, 1Y/p ot/p 3i/p . } € um raio critico com respeito a um
poliomino na norma lo em R™ se, e somente se,
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(i) n =2 e R? pode ser escrito na forma R?> = ab®, onde a ndo possui nenhum fator primo
q =3 mod 4; ou

(ii) n =3 e R? ndo ¢ da forma 4™(8k + 7), para m,k € N; ou
(iii) n > 4.

Demonstracdo. As propriedades acima sao consequéncias diretas de teoremas da Teoria dos
Numeros acerca de somas de quadrados. As afirmativas (i) e (ii¢) sdo consequéncias do Teorema
dos Dois Quadrados e Teorema dos Quatro Quadrados (veja, e.g., [7]). A propriedade (ii) segue
do Teorema dos Trés Quadrados, o qual pode ser encontrado (na forma em que necessitamos),
em [12, p. 45]. O

Existe uma interessante conexao entre o raio critico de um poliominé e o problema de Waring
(e.g. [1]). Sejam p € N, p > 2. O problema de Waring pergunta pelo menor inteiro k tal que
qualquer nimero inteiro m € N pode ser escrito como m = zf +. . .—Hvi, pra x; € N. O problema
é bem definido [1] no sentido de que tal k sempre existe.

Seja g(p) a solugado para o problema de Waring para p € N. Dos teoremas de somas de
quadrados, temos claramente que g(2) = 4. No survey [1] é apresentado o estado-da-arte no
problema de Waring. Em particular, valem: ¢(3) = 9,¢9(4) = 19 e, sob algumas condicoes,
g(p) = 2P + [ (3/2)P] — 2 (em especial para k < 417.600.000 a férmula é valida). A finitude de
g(p) implica diretamente a seguinte proposicao:

~— O+

Proposigao 4. Paran > g(p), R(n,p) = {0, 11/p ot/p 3l/p -}

Demonstracdo. Basta observar que se R € {0, 11/p 21/p 31/p .}, entao RP ¢ inteiro, e assim
pode ser escrito como a soma de g(p) (ou mais) poténcias de k. Deste modo, R é o raio de
critico de algum poliominé na norma [, em Z". O

4 Teoremas de Nao-Existéncia

Seja pu,(n, R) o nimero de pontos de Z™ na bola da distancia [/, com raio R, isto é

uo(n, ) = # (2 (" By (R)) .

onde #M denota a cardinalidade de um conjunto finito M. Abaixo apresentamos uma demons-
tracdo que para n e p fixados e R suficientemente grande o poliominé Ly(n, R) nao ladrilha
R™. A ideia é estudar o empacotamento de bolas na norma [, associado a um cédigo perfeito
A C 7. Para a nossa discussao, serd necessario o seguinte lema, cuja demonstragao pode ser
obtida através dos mesmos argumentos que [9, pp. 134-135]

Lema 1. Seja A um reticulado de posto completo com matriz geradora B e seja S(R) = AN
Bp(R) o conjunto dos pontos de A contidos em By (R). Temos:

v/ |det B| = lim
R—o0

vol(B2(R))
#S(R)

Teorema 1. Sejan > 2 e 1 < p < co. Eziste R,,, > 0 tal que para R > R, ndo hd cddigos
perfeitos lineares A C Z™ com raio R.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que existe um cédigo perfeito com raio R. O volume
do poliominé L,(n, R) é igual a p,(n, R) e as cépias de L,(n, R) por pontos de A ladrilham R™.
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Por outro lado, o raio de empacotamento do reticulado A na norma [, é certamente maior ou
igual a R — ¢ (para algum e arbitrariamente pequeno) e portanto possui densidade:
vol(By (R —¢)) vol(By(R —¢)) )
VolL,mB))  mp(m )

Sabemos que o lado direito da desigualdade acima tende a det I,, = 1 quando R tende a infinito
(Lema 1). Mas também sabemos que a densidade de empacotamento de qualquer reticulado
em R" na norma [, é limitada superiormente por algum « < 1. Assim, para R suficientemente
grande, construimos um empacotamento que ultrapassa a melhor densidade de empacotamento
em R", o que é um absurdo, concluindo a demonstracao. ]

Acima analisamos o poliominds Ly(n, R) para n e p fixo, variando R. A partir de agora,
faremos uma andlise distinta, na qual permitimos variar o valor de p. Uma questao interessante
é a existéncia ou nao existéncia de ladrilhamentos para valores de p > 1.

Definicao 1. Seja L,(n, R) o poliomind dado por (2). Seja a um nimero inteiro e considere
Zoy = Z"N[—a,a]™ o conjunto de pontos inteiros contidos no cubo de lado 2a centrado na origem.

e Se B)(R)NZ" = Z,, para algum a, dizemos que Ly(n, R) possui formato A.

o Se{ei,...,e,} € a base candnica do R™ e

BY(R)NZ" = Zo| J((a+1))er | J(*(a+1))ez... | J(*(a+1))en,
para algum a, dizemos que Ly(n, R) possui formato B.

e Se BJ(R)NZ" = Z\{(z1,...,7p) 1 ¥ = £a,i=1,...n} para algum a, dizemos que
Ly(n, R) possui formato C.

Segue imediatamente da definicdo que Lo (n, R) possui formato A, com a = |[R]. Além
disso, o ntimero de pontos em B} (R)NZ" para poliominés do tipo A, B e C é, respectivamente,
(2a+1)", (2a+1)"+2n e (2a+1)" — 2". Na proposigao seguinte identificamos os trés padroes
de poliominés definidos acima.

° ° ° ° ° ° o ° ° ° ° o

° ° ° ° o ° ° ° ° °

Formato A Formato B Formato C

Proposicao 5. Fizados um raio critico R C R(n,p) e uma dimensdo n, temos que:

(i) Se R € inteiro e ln(lng j <p < o0, entdo Ly(n, R) tem formato B, com a = R — 1.

In( L&

(ii) Se R ndo for inteiro e —2 ) <p < 00, entdo L,(n,R) tem o formato A, com a = |R].
(R

[

(iii) Sep € tal que ((n—1)|R|P+ (| R| — 1)")'/? < R < n'/?|R|, entdo L,(n, R) tem o formato
C, com com a = |R|.

Demonstragdo. (i) Se R é inteiro, note que BY (R — 1) C B (R) C BZ,(R) se, e somente se,
p > . (ln" y De fato, a segunda inclusao sempre acontece independente do valor de p. Para
R—1

a primeira inclusao temos: se z € BL(R 1), entio ||z]|, < n'/?||z]| < n'/P(R—1) < R
se, e somente se, nl/? < 7.7, de onde segue o resultado.
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(ii) Se R nao é inteiro, entdo BL (| R]) C By (R) C BL([R]) se, e somente se, lli <p<
Inn
in(77)
(iii) Para que a bola na métrica p deixe apenas os cantos de fora, seu raio deve ser um

pouco maior que a distancia da origem até o ponto (|R],|R],---,|R],|R] — 1) que é
((n = 1)|RJP + (|R] — 1)")/? ¢ um pouco menor que a distancia da origem até o canto

(LRJ, [R], -+ [R], [R]) que é nl/pLRJ'

oco. Dali, para todo p > 0 poliominé tem formato A.

O]

4.1 Estimativas para Rgg

Utilizando a demonstracao do Teorema 1, podemos estimar quais sdo os raios a partir dos quais
nao ha cédigos perfeitos. No caso ng temos que conhecer essencialmente duas grandezas: a
densidade do melhor empacotamento em dimensao n, A,, e uma férmula (a0 menos aproximada)
para pia(n, R) (do Lema 1, segue que jus(n, R) ~ 7R? para R grande). O problema de determinar
pa(n, R) é conhecido como o Problema do Circulo de Gauss. Argumentos elementares podem
ser usados para mostrar que:

p2(n, R) = nR? + E(R), onde |E(R)| < 2v2rR (4)

Resultados mais recentes melhoram essa estimativa para E(R) < CRY, para alguma constante
C. O melhor expoente 6 conseguido até entao é aproximadamente 0.62981 devido a Huxley
[6], entretanto na prética a constante C' pode ser muito grande. Utilizando a estimativa (4), e
os argumentos da demonstracao do teorema acima, vemos que a equacao (3) ultrapassa Ag =
7/3v/2) (densidade o empacotamento hexagonal [2, p.15]) para R > 45.1973. Assim, como
consequéncia do Teorema 1 para R > 46 o poliominé Ly(2, R) ndo ladrilha R2.

Apesar de o limitante (4) poder ser usado para demonstrar que que R272 < 46, experimentos
computacionais sugerem que esta férmula pode ser aprimorada. No grafico abaixo, vemos que
para R > 19, a equagao (3) viola a maior densidade de empacotamento possivel.

ossf"
./
h MN/»\ "v“ '
1“ ;J 1 W

} w/ww ‘v
|

0901 ‘ \W

o8sl- | "‘W‘\‘ W

080 \

Lado direito daEq. (4)

Figura 2: Experimentos para determinacao de Rgg. A linha vermelha refere-se ao valor Ay =
7/3v/2), melhor densidade de empacotamento no plano.

5 Conclusoes e Perspectivas Futuras

Os poliominés definidos pelo Caso (i) da Proposigao 5 sugerem que nao existem codigos perfeitos
com raio inteiro para valores de p suficientemente grandes. Para o raio critico R =2en = 2
existem codigos perfeitos com tal formato para 1 < p < 0o, como pode ser visto na Figura 3.
Entretanto, a medida que aumentamos o raio, o Teorema 1 afirma que nao héa cédigos perfeitos
para valores de raio critico suficientemente grande. A determinagao precisa dos menores valores
de R e p que nao admitem cddigos perfeitos, bem como demonstragoes analiticas que poliominéds
com determinados formatos especificos nao ladrilham R"™ sdo perspectivas de trabalhos futuros.
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Figura 3: L,(2,2),1 <p< oo
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