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Resumo: Uma L(2,1)-colora¢ao de um grafo G = (V, E) é uma atribuicao f de inteiros nao-
negativos em V' tal que, se uv € E, entdo |f(u) — f(v)| > 2; além disso, se wv € E, vw € E e
u # w, entao f(u) # f(w). O span de f é o maior inteiro utilizado, e X é o menor span dentre
0s de todas as L(2,1)-coloragdes de G. Neste trabalho, melhoramos a cota superior conhecida
para A em k-drvores e fornecemos uma cota superior alternativa para A em grafos com treewidth
limitado. Nossos resultados restringem possiveis contraexemplos para a conjectura de Griggs e
Yeh, a qual afirma que X < A? para todo grafo com A > 2.
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Griggs e Yeh [7] definiram uma L(2,1)-coloragao de um grafo G como uma funcao f que
atribui nimeros inteiros nao-negativos aos vértices de GG de tal forma que, se dois vértices sao
adjacentes, as suas cores diferem de pelo menos duas unidades e, se dois vértices tem um vizinho
em comum, entdo suas cores sao diferentes. O maior inteiro utilizado nesta atribuigao é o seu
span. O span minimo dentre os de todas as L(2, 1)-coloragoes de um grafo é denotado por A.

A motivacao para o estudo deste tipo especial de coloragao de vértices de um grafo surgiu
com a necessidade de estabelecer cendrios mais realistas para o Problema de Atribuicao de
Frequéncias a redes de transmissores sem fio do que os até entao utilizados (que consistiam em
uma coloragao usual de vértices). Exemplos de redes de transmissdao de radio sdo: redes de
telefonia celular, provedores de internet via radio, redes de satélites, etc. A Figura 1 ilustra
uma rede de transmissao sem fio e a modelagem do problema utilizando L(2,1)-coloragao.

Figura 1: Uma rede de transmisséo sem fio com uma L(2,1)-coloragao de span 5.

Dado um grafo e um inteiro ¢, o problema de decidir se A\ < ¢ é NP-completo [7], e ndo se
conhece uma cota superior justa para A em grafos gerais. Griggs e Yeh [7] conjecturaram que
este valor é A2 para grafos com A > 2, onde A é o grau méximo do grafo. Esta conjectura
continua em aberto, mesmo se restrita a grafos bipartidos. Entretanto, até hoje o melhor limite
superior conhecido é A? + A — 2, obtido por Gongcalves [6]. Os tnicos grafos conhecidos com
A > 3 para os quais A = A? sdo o grafo de Petersen e o grafo Hoffman-Singleton. Também est4

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0241 0102411 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0241

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

em aberto encontrar uma familia de grafos infinita (diferente de grafos ciclos e grafos caminhos)
tal que os grafos da familia satisfazem A = A% — ¢ [3], onde ¢ > 0 é uma constante.

O tema L(2,1)-coloragao tem despertado interesse, e a Tabela 1 apresenta cotas superiores
para A em classes de grafos.

Classes Limite
arvore A=A
S Griggs e Yeh [7]
— B A <wb(G)+1
bipartido permutagao Araki [1]
N A<4A -1
cocomparabilidade Calamoneri et al. cf. [3]
cografo =
gT C.eP. [4]
- A< A2
diametro 2 Griggs e Yeh [7]
A< A?
fracamente cordal C.eP. [5]
interval )= 20
ervalo Calamoneri et al. [3]
. A< min{%a A%}
linha C.eP. [4]
e tacao R
permutag C.eP. [4]
- A< 2A + 25
plana van den Heuvel e McGuinness [10]
-~ X < 0.385AT5 1 2A + A5 — 2
p C.eP. [5]
A+p's
cordal As Vo fant
Kral [8]
' A<n+q-—2
g-partido Griggs e Yeh [7]

Tabela 1: Cotas superiores para A em classes de grafos

Em nosso trabalho, determinamos uma cota superior para A em k-arvores, melhorando o
resultado de Bodlaender et al. [2]. Além disso, estabelecemos uma cota superior para A alterna-
tiva & dada por Bodlaender et al. [2] em grafos com treewidth limitado. Este resultado restringe
possiveis contraexemplos da conjectura de Griggs e Yeh.

Definicoes e notagoes

Seja G = (V, E) um grafo (V é um conjunto finito e nao vazio e F é um conjunto de pares nao
ordenados de elementos distintos pertencentes a V). A wizinhan¢a de um vértice v, denotada
por N(v), é o conjunto dos vértices que sao adjacentes a v em G. O grau de um vértice v,
denotado por d(v), é dado pela cardinalidade de sua vizinhanga. Denota-se por A o maior grau
de G, isto é, A = max,cy{d(v)}. A distancia entre os vértices u e v de G, denotada por d(u,v),
¢ o nimero de arestas em um menor caminho entre esses vértices. Considere Na(v) o conjunto
de vértices de G que estao a distancia 2 de v. Dada uma ordenagao dos vértices de G, seja
N%(v) o conjunto de vértices adjacentes a v que o precedem na ordenacgao, N%(v) o conjunto de
vértices adjacentes a v que o sucedem, N§(v) o conjunto de vértices a distancia 2 de v que o
precedem na ordenagao e N2d(v) o conjunto de vértices a distancia 2 de v que o sucedem.
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Um grafo H é subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). O subgrafo de um
grafo G induzido por S, onde S C V(G) e S # (), denotado por G[S], é o subgrafo de G cujo
conjunto de vértices é S e cujas arestas sao as arestas de G que tém ambos os extremos em S.

Um grafo é completo se quaisquer dois de seus vértices sao adjacentes. Um vértice v é
simplicial se o subgrafo induzido pela sua vizinhanga é um grafo completo.

k-Arvores

Um grafo é uma k-drvore se é um grafo completo de k vértices ou se é obtido a partir de uma
k-arvore adicionando um vértice simplicial de grau k. A classe das 1-arvores é equivalente & das
arvores. A Figura 2 ilustra o processo de obtengao de uma 3-arvore.

A*E*@*@*
Figura 2: Uma 3-drvore.

Bodlaender et al. [2] provaram que, para k-arvores, A < k(A — k + 3), e este limite é justo
para arvores. Neste trabalho, reduzimos essa cota no caso em que k > 2 (para k = 1, assim
como a cota conhecida, nossa cota é A + 2).

Seja G uma k-arvore. A sequéncia de adigbes de vértices simpliciais de grau k nos fornece
uma ordenacgao dos vértices de G com propriedades que sdo interessantes para determinar um
limite superior para A. Dizemos que uma ordenacao de V(G) tem a propriedade 7 se ela é uma
sequéncia de adicoes de vértices simpliciais que leva a construcao de G. Em outras palavras,

O = (v1,v9,...,v,) possui a propriedade 7 se G[{v1,ve,...,v;}] é um grafo completo e, para
k+1 <1 < n, avizinhanga de v; em G[{v1,v2,...,v;}] é um grafo completo de k vértices.
Dada uma ordenagao O = (vy,vs,...,v,) de V(G) com a propriedade m, seja K = {v1, vo,

..., U}, e seja H o subgrafo de G induzido por K e pelos vértices adjacentes a pelo menos dois
vértices de K. No caso da 3-arvore da Figura 2, H contém todos os vértices a menos do vértice
mais a direita. A seguir, estabelecemos algumas propriedades tteis de H.

Lema 1. Seja G uma k-drvore, e O uma ordenac¢ao de V(G) com a propriedade w. Entdo,

VH)| <k+5A-k+1).

Demonstragao. Cada u € V(H)\ K satisfaz |[N(u) N K| > 2, e cada v € K satisfaz |[N(v) \ K| <
A —Fk+1. Logo, [V(H)\ K| < (A -k +1). O

Lema 2. Seja G uma k-drvore. Entdo, existe uma ordenagao de V(G) com a propriedade m tal
que os vértices de V(G) \ V(H) sucedem os vértices de H.

Demonstragao. Seja O = (vy,vs,...,v,) uma ordenacdo de G com a propriedade 7w. Se O
satisfaz o lema, entdo este estd provado. Suponha entdo que existem v;,v; € V(G) tais que
v; € V(G)\V(H),v; € V(H)\ K e i < j. Vamos construir uma ordenagao O' = (v{,v5,...,v},)
tal que O’ possui a propriedade 7, v; = vy, v; = v, e p < ¢. De inicio, defina v; = v; para cada
1 <t < n. Suponha por contradigao que v;v; € E(G). Como |N(v;)NK| > 2e|N(v;)NK|<1,0
subgrafo induzido por N (v;)N{vi, v, ...,vj—1} ndo é um grafo completo, um absurdo. Portanto,
V;Vj §é E(G)

Denominemos um caminho P um caminho t-ascendente se todos os vértices de P pertencem
a {vy, Vi41,...,n}. Seja G; o subgrafo de G induzido por {w € {v;,vit1,...,v,} | existe um
caminho i-ascendente de extremos v; e w}. Note que, para todo v € V(G;), vy € V(G)\ V(H).
Observe também que, se, para algum v € {v;,vit1,...,0}, N(vg) NV (G;) # 0, entdo vy €
V(G;). Transponha os vértices de V(G;) para as ultimas posi¢oes de O' mantendo a ordem
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Lunt = V(Gy) e, para v, v, € V(G;) tais que

. . . /
relativa entre eles; ou seja, {vn—|V(Gi) s Ug

+10

vy, = Uy € Uy = Vs, temos que p < q@r|< s.

Digamos que v; = v, e que v; = v,. Vemos que p < ¢q. Suponha por contradi¢do que O’

nao tem a propriedade m. Logo, para algum r e s tais que r < s, existem vs € V(G) \ V(G;)

e v, € V(G;) tais que vvs € E(G). Mas, vs ser adjacente a um vértice em V(G;) implica

que vs € V(G;), um absurdo. Logo, O" tem a propriedade 7. Observe que v; = v; para cada
1<t<k.

Repetindo o raciocinio para todo v;,v; € V(G) tais que v; € V(G) \ V(H), v; € V(H) \ K

e i < j, conclufmos que O’ é uma ordenacao que possui a propriedade m na qual os vértices de

V(G) \ V(H) sucedem os vértices de H. O

Lema 3. Seja G uma k-drvore, e O = (v1,va, ..., v,) uma ordenagao de V(G) com a propriedade
7. Entdo, para todo v € V(G)\ V(H), IN$(v)| < k(A —k) — 5(k - 1).

Demonstragdo. Considere algum v; € V(G) \ V(H). Para todo v; € N§(v;), temos que, para
todo vy que é vizinho comum de v; e vj, vy € N%(vj), pois, se v, € N%(v;), entdo v;v; € E(G).
Temos que |[N%(v;)| = k. Sejam wy, wo, ..., wy, os vizinhos de v; que o precedem em O, ordenados
conforme O; ou seja, se w, = v, € wy = v, entdo p < ¢ & r < s. Como v; € V(G)\ V(H),
temos que {wo,ws, ..., wi} N K = (. Logo, existe w) € N%(wy,) tal que G[{wi,...,wg_1,w}}]
é completo; existe wj,_; € N%(wy_1) tal que wj_, # wj, e wj,_, é adjacente a todos os vértices
de {w1,wa, ..., wr_1}; existe w)_, € N*(wy_2) tal que wy,_, ¢ {w)_,,w,} e w)_, é adjacente a
todos os vértices de {wi,wa, ..., wp_2}; ...; e existe why € N%(ws) tal que wh ¢ {wh, wy, ..., w;}
e w) é adjacente a wy e wy. Portanto, |[N$(vj)] < Zle[(A—k)—(z’—l)] =k(A-k)-5(k-1). O

Figura 3: Reducao da contagem do nimero méximo de vértices em N§'(v;), v; € V(G) \ V(H).

Lema 4 ([7]). Seja G um grafo. Entio, \(G) < |V(G)| + x(G) — 2, onde x(G) € o niumero
cromdtico de G.

Teorema 5. Seja G uma k-drvore. Entdo, \(G) < max{k(A—k+3)—%(k-1), M—Fk—l}.

Demonstragao. Seja O = (v1,v2,...,v,) uma ordenacao de V(G) com a propriedade 7. Defi-
nimos uma L(2,1)-coloracdo de G em duas partes: primeiro atribuimos cores aos vértices de
V(H), depois aos vértices de V(G)\V(H). O span da L(2,1)-coloragao de G é o méximo dentre
os spans das L(2,1)-coloragoes de H e de G[V(G) \ V(H)].

Pelo Lema 4, \(H) < |V(H)| + x(H) — 2. Pelo Lema 2, podemos assumir, sem perda de
generalidade, que os vértices de V(G) \ V(H) sucedem os vértices de H. Portanto, V(H) =
{v1,v2,. .., vy} e H é uma k-drvore. Logo, x(H) < k+1. Pelo Lema 1, [V(H)| < k+§(A—
k+1).

Entao, A\(H) < k+ g(A—k—l—l) +(k+1)—2= M +k—1 e existe uma L(2, 1)-coloragao
f de H cujo span é no maximo M + k — 1. Para cada 1 <i < |V(H)|, no i-ésimo passo,
atribuimos a cor f(v;) a v; e, para cada |V (H)|+ 1 < i < n, no i-ésimo passo, atribuimos a v; a
menor cor possivel, respeitando as restrigdes de uma L(2, 1)-coloragao.

Considere v;, para algum |V (H)| +1 < i < n. Cada v; € N%(v;) proibe no maximo 3 cores
a v; e cada v; € N§(v;) proibe sua cor a v;. Portanto, no i-ésimo passo, o niimero maximo de
cores proibidas a v; é 3k + k(A — k) — E(k—1) = k(3+ A — k) — 5(k — 1). Assim, existe pelo
menos uma cor disponivel para v; em {0,1,..., k(A —k +3) — &(k — 1)}. O
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Analisemos o valor de ¢ = max{k(A —k+3) — %(k: - 1), M + k — 1}. Temos que, se
¢ =k(A—k+3)—E5(k—1), entdo A < 2k — 3. Seja O = (v1,v2,...,v,) uma ordenagio de
V(G) com a propriedade 7. Suponha que V(G) \ V(H) # 0. Entéo, existe em G um caminho
P = (wy,ws,...,wg) tal que N*(w;) = K; N%(wq) possui exatamente k— 1 vértices pertencentes
a N%w); N%(ws) possui exatamente k — 2 vértices pertencentes a N%(w1); ...; e N%(vg) possui
exatamente 1 vértice pertencente a N*(wy_1). Logo, para algum v € K, d(v) > 2k—1. Portanto,
A>2k—1lep=k(A—-k+3)— g(k‘ —1). Desta forma, temos o seguinte corolario.

Coroléario 6. Seja G uma k-drvore, e O uma ordenagdo de V(G) com a propriedade w. Se

V(G)\ V(H) # 0, entio \(G) < k(A —k+3) — E(k—1).

Um grafo é cordal se é um grafo completo ou se é obtido a partir de um grafo cordal
adicionando um vértice simplicial. Logo, toda k-arvore é um grafo cordal. Krél [8] provou que
A < O(A'?) para grafos cordais e, portanto, esse limite se estende para k-arvores e evidencia,
que k-arvores satisfazem a conjectura de Griggs e Yeh. Observamos que o limite do Teorema 5
é assintoticamente melhor de que o de Kral se k < O(A%?).

Grafos com treewidth limitado

O treewidth de um grafo G, denotado por tw(G), é o minimo k para o qual G é subgrafo de uma
k-édrvore. A classe dos grafos com treewidth 1 equivale & das florestas. O grafo da Figura 4 tem
treewidth 2, ja que é um subgrafo de uma 2-arvore, mas nao é de uma 1-arvore.

Figura 4: Grafo G com treewidth 2 (as arestas pontilhadas sdo da 2-drvore da qual G é subgrafo).

Seja G um grafo tal que tw(G) = k. Bodlaender et al. [2] provaram que A(G) < k(A +2), e
este limite é justo para arvores. Estabelecemos outro limite utilizando o método de McDiarmid.
Este método, proposto em [9], é uma variacdo da atribuicao gulosa, que também utiliza uma

ordenacao dos vértices, porém, tenta-se atribuir os vértices as cores. Ao aplicar tal método em
uma L(2,1)-coloragao, obtém-se A\(G) < max,cy ()12 |[N*(v)| + IN(v)| + |N$(v)|}.

u11Q r

McDiarmid

u1 u2 us U4 us Use uz us (V] uio U1

0 x X X X X X X X X X
; g0 x x x x 1 x x x 1 x
i Guloso "0 2 x x x 1 x x X 1 X
| o 2 x x x 1 x 3 x 1 x
' "0 2 4 x x 1 x 3 x 1 X
; n0 2 4 5 x 1 x 3 x 1 x
P Ui U2 Us Us Us Us Uz Us Us uo unij 0 2 4 5 6 1 x 3 x 1 x
{0 2 4 5 6 810 3 7 1 9u#0 2 4 5 &6 1 7 3 7 T «x
| w0 2 4 5 6 1 7 3 7 1 9

Figura 5: Uma L(2, 1)-coloracao gulosa e de McDiarmid para os vértices de um grafo.

Teorema 7. Para um grafo G com tw(G) =k, A\(G) < A(k +1).

Demonstragao. Seja H uma k-arvore tal que V(H) = V(G) e G é subgrafo de H. Seja O =
(v1,v2,...,v,) uma ordenagao de V(H ) com a propriedade 7. Considere v; para algum 1 < i < n.
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Para cada v; € N§(v;) tal que existe um vizinho comum v € N%(v), temos que v;v; € E(H)
(N$(v;), N%(v;) e N%v;) definidos com relagdo as vizinhangas em G). Seja ¢; o nimero de
vértices deste tipo. Temos que |[N%(v;)| = k — ;. Assim, max,,cy () {2[N(v;)| + [N4(v;)| +
|Ng (vi)|} < max,,cy@{2(k —q:) + (A =k +q;) + (b —q)(A —1) + ¢} <A(k+ 1). Portanto,
AMG) < A(k+1). O

Este resultado é particularmente interessante, porque dele se conclui que, para grafos com
treewidth no maximo A—1, a conjectura de Griggs e Yeh é verdadeira. Por exemplo, a conjectura
é verdadeira para qualquer grafo com treewidth 3 e A > 4. Outro modo de ver é que um grafo
com treewidth 3 s6 pode ser um contraexemplo para a conjectura de Griggs e Yeh se A < 3.

Corolario 8. Para um grafo G com tw(G) < A — 1, M(G) < A2

Demonstracdo. Pelo Teorema 7, A(G) < A(tw(G) +1). Como tw(G) < A —1, A\(G) < A% [

Conclusoes e trabalhos futuros

Para k-arvores, o limite superior de Bodlaender et al. [2] foi obtido encontrando uma ordenagao
especial dos vértices da k-arvore, aplicando um algoritmo guloso de L(2,1)-coloragdo que tem
esta ordenacao como entrada e analisando para um vértice genérico o niimero de cores proibidas
a ele. Usamos uma ideia semelhante para obtermos uma reducao desta cota. As duas principais
diferencas foram: (1) consideramos uma ordenagao de vértices que tem propriedades adicionais
e (2) particionamos o conjunto de vértices da k-arvore em dois subconjuntos e analisamos uma
L(2,1)-coloragao tal que a cor de um determinado vértice depende da parte a qual pertence.

Também consideramos os grafos com treewidth limitado. Para esta classe, estabelecemos
uma, cota superior alternativa para o span minimo usando uma ordenagao especial dos vértices
do grafo e um método proposto por McDiarmid [9]. Por meio deste resultado, concluimos que
possiveis contraexemplos para a conjectura de Griggs e Yeh tém treewidth no maximo A — 1
ou, em outra palavras, concluimos a existéncia de uma familia de grafos infinita que satisfaz tal
conjectura.

Estamos trabalhando atualmente na verificacdo da existéncia de grafos que tornem nossas
cotas superiores justas. Outro problema em aberto é investigar se vale a conjectura de Griggs e
Yeh para grafos com treewidth pequeno, ja que a conjectura esta em aberto mesmo para treewidth
3. Para treewidth 1 (florestas), Griggs e Yeh [7] provaram que A < A + 2, que é um limite justo.
Para treewidth 2, pelo Corolario 8, somente grafos com A < 2 podem ser contraexemplos para
a conjectura. Mas, Griggs e Yeh provaram que, para grafos com A <2, A <4 [7].
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