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Resumo:  Apresenta-se neste trabalho o uso das formas diferenciais através da teoria do
Cidlculo Exterior Discreto para a simulacao de uma classe de problemas de propagacdo de ondas
eletromagnéticas, a saber os sistemas de radar de penetracdo de solo. FEquacdes de Mazwell
modificadas serao utilizadas na regiao de absor¢ao do dominio computacional, esta abordagem
¢ denominada CFS-PML (complex frequency shifted-perfectly matched layer). A discretizagdao
proposta neste artigo garante tanto a simplificacdo do algoritmo, como uma formula¢do mais
elegante das expressoes. As Equacoes de Mazwell sdo resolvidas no dominio do tempo em termos
de campos elétrico e magnético, com a utilizacdo de um o esquema do tipo leap-frog acoplado com
uma convolugdo recursiva dentro da regido PML de absor¢ao. Dois exemplos serdo apresentados,
onde se trata a modelagem de cendrios tipicos de sistemas de radar de penetracdo de solo, que
incluem meios com perdas.

1 Introducao

Para que se tenha um modelamento eficiente dos fendmenos eletromagnéticos envolvendo aplicacoes
de Radar de Penetracio de Solo ( Ground Penetrating Radar- GPR)!, é necessério a uti-
lizacao de técnicas numeéricas que resolvam problemas fisicos com um grau elevado de dificuldade.
Logo, a motivacao principal deste trabalho estda na aplicacao de um método numérico para a
solucao de problemas que envolvam o uso dos georadares.

Neste artigo utiliza-se a teoria das formas diferenciais que fornece uma estrutura matematica
para a teoria de campos eletromagnéticos [1]. O uso das formas diferenciais estd baseado na
representacao das equagoes de Maxwell através da construcao de dois sistemas matriciais em
termos da intensidade do campo elétrico E (representado como a formulacao primal) e a inten-
sidade do campo magnético H (denotada como a formulagao dual), respectivamente. A conexao
entre a formulagao primal e dual é estabelecida através do operador estrela de Hodge [2].

2 Equacoes de Maxwell Modificadas

Em um dominio bidimensional, as equacoes de Maxwell em termos do campo elétrico £ e da
densidade de fluxo magnético B dentro da regiao de absorgao [3], serao descritas por:

B

- =-d (R(t) <€) (1)
d (ﬁ(t) * (*,,B)) = *E% + *,E (2)

onde * indica a convolucao no tempo, d a derivada exterior e x o operador estrela de Hodge.

1Sers usado em todo o texto a sigla em inglés para Radar de Penetracdo de Solo.
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As coordenadas de A(t) sdo definidos por:

o'p+akp
1 - @ _ &6_( cokp )tu(t) (3)
Sq(t) k‘p Eok‘g

Fora da regido de absorcio assumi-se A(t) = 1 para se ter as equacoes cldssicas de Maxwell.
0(t) é o delta de Dirac e u(t) é a fungdo Heaviside, os parametros PML na Eq.(3) sdo determi-
nados por:

k=14 (kmax — 1) <§>m (4)

onde kpyax € 0 maximo valor de k na fronteira exterior. A condutividade o é descrita como sendo
m
_ p 5
0 = Omax E ( )

m+1
Omax — —len(R) (6)

onde opax ¢ a condutividade maxima.

e 1 é a impedancia intrinseca do meio, e R é o coeficiente tedrico de reflexdo para uma incidéncia
normal e m é a ordem do perfil utilizado e a é uma constante nao dimensionada.

3 Equacoes Modificadas de Maxwell Semi-discretas

Considere a aproximacao dos campos restritos aos elementos do dominio bidimensional 2 dada
por:

3
&= Z eiw} (7)
i=1

1
B=> bnwp, (8)
m=1

onde w! p = 1,2, é a p-forma de Whitney [4], associada com o i-ésimo p-simplexo. Os coeficientes
e; e by, s80 a tensao elétrica ao longo da i-ésima aresta e o fluxo magnético através da m-ésima
face f,, respectivamente.

Discretizando-se o dominio €2 por uma malha simplicial [5], e utilizando as equagoes (7) e (8)
em (1) e expandido-as para uma soma de componentes cartesianos, obtém-se para cada elemento
fm a seguinte equagao:

3
1 db
1 2 m
Z Z d (wig < * ei> = —w; —— (9)
i=1 \g={z,y} ( ) Sa(t) dt

onde w}q sao as componentes da 1-forma de Whitney para ¢ = {x,y} e m é um ntmero inteiro
que identifica o tridngulo na malha.

Utilizando-se as propriedades do produto exterior [3], a equagdo (9) pode ser escrita da
seguinte forma:

S (La() X (L)) = ep L (10)
-1 \2 - q={z,y} Sa(t) ) S

Ap6s a aplicacdo do Teorema Generalizado de Stokes [6] na variedade triangular,T’, a forma
semi-discreta de (10) é obtida,

1 1 €1
5 (BN _Z smt| @ = Dby (11)
q={z,y} es
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Considerando a soma sobre todos os triangulos da malha na regiao PML, o sistema semi-
discreto global de equacoes diferenciais ordinérias é

db 1
—=—-—-C e, 12
dt 2 Z q ( )
q={z,y}
onde C ¢ uma matriz Ny x N, que representa a derivada exterior discreta agindo sobre 1-formas
discretas [7], e e b sao vetores coluna de incégnitas e e é dado por:

L . % s en, (1) (13)

Utilizando-se o método de Galerkin e as propriedades fundamentais dos espagos Whitney
[6], a discretizagao da equacao (2), para um triangulo serd descrita por:

. +1 »
q:%;y} (Sq(t)*bm> E Mo (v)imm Z[Ml(a)z‘j]eﬂr[Ml(E)ij]E (14)

onde 7,7 =1,2,3 e Mj(€), Mj(0) e My(v) sdo matrizes de Hodge [7], definidas por:

M, (o) = /Qaw; . widQ (15)

onde « denota um dos campos escalares €,v,0 e p o grau da forma diferencial. Através da
assemblagem de todos os elementos da malha teremos a seguinte equagao matricial

de 1 _.p 1
M, (e)% = 5C M, (v) { > <S—q *b>] —M; (0)e. (16)
qE{ZD,y}
onde by, se expressa da seguinte forma:
b = | by (t), — 5 (1), . —— 5 b (£) (17)
I O () R () B

Usando (3), cada componente dos vetores convoluidos em (13) e (17), pode ser escrita da
seguinte maneira, respectivamente:

1 1
O ei(t) = s €i(t) + ¢q.i(t) (18)
L b L 19
Sq(t) * j(t) = kq,i ei(t) + T/JqJ(t) ( )

onde

gi(t) = _e(ojlig,i ( W )tu(t) (20)
Gq,i(t) = &q,i(t) * €i(t) (21)
Vg, () = &q,5(t) * b;(1). (22)

A representagao discreta da equagao (20), pode ser dada por:

(n+1)At
Gildl = [ &ulr)dr (23)

o'qyi+akq A
—( L1 At

= Yq.i€ ( “oFqi )"
)
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onde,
9o = s | (hgi = 1) (24)
’ k‘q’i (Uqﬂ' + Oék‘q) ’
_ oqyiJrakq A
hgi=e ( “0Fas ) t (25)
Por (23)-(25) ¢ possivel escrever ¢, ;[n + 1] em funcao de ;;[n],

éq,i[n + 1] = gq,i[n]gq,i' (26)

Por (26) obtém-se a forma discreta das convolugdes em (21) e (22),
Gq.iln +1] = hgiei(n +1) + gq,idq,i[n] (27)
Yg.jln + 1] = hebj(n + 1) + gq 51,5 [n] (28)

Assim a discretizacao no tempo das equacoes em 12 e 16, com a aplicacao de um esquema
leap-frog para resolver o sistema é dada por

prth _pned %c ; (K7, + @) (29
Nie™t! = M (e) e” + %CTMQ ) (K;ﬁ + \I'Z+%> (30)
onde
Ny = (Mi(€)+AtM; (o)) (31)
By(t) = [Bgat) Bgat), - by ()] (32)
To(t) = [Loa(t),Yoa(®), g, (1)) (33)
Koe(t) = [e1(t)/ko,ea(t) kg, en, (t)/kq.] (34)
Kopl(t) = [01(t)/kq,bo(t) ko, by () /Fig v, | (35)

4 Simulagoes Numéricas

4.1 Levantamento de superficies baseados em reflexao - 2d

Neste exemplo, serd simulado um levantamento de superficies baseado na reflexao, este sistema
de GPR possui uma antena transmissora e receptora se encontram localizadas sobre a superficie
da terra. Figura 1 apresenta a geometria computacional que é composta por trés meios €21, €2
e {13 que representam respectivamente o ar, solo com permeabilidade relativa ¢, = 9, permissi-
vidade relativa u, = 1 e condutividade ¢ = 1 mS/m e outro solo com permeabilidade relativa
e, = 25, permissividade relativa p, = 1 e condutividade o = 5 mS/m. Dentro das regides ; e
Q5 sdo inseridos dois objetos com paredes eletricamente perfeitas.

A excitagao tem a forma de um pulso Blackman-Harris no ponto (z,y) = (—1,2.5) com
frequéncia dominante de 300 MHz. Os parametros da funcao CFS-PML sao m = 3, R =
exp(—9), kmar = 4 ¢ a = 0.004, a regiao PML possui uma espessura de r = 1,5 cm, e é
terminada por uma PEC.

Figura 2 mostra fotografias da componente &, do campo elétrico em vérios instantes de
tempo. E observado a propagacao da onda através do ar e sua entrada na regiao de PML,
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Figura 3: Componente de campo &, observada por diversas antenas receptoras para a antena
transmissora localizada em (z,y) = (—1,2.5).

observa-se a eficicia da CFS-PML para o meio ar. Nota-se também a diferenga de amplitude
da onda nas regioes €27 e {25, devido as caracteristicas elétricas dos meios.

Figura 3 mostra o comportamento da componente de campo elétrico £, para o tempo ¢
variando de 0 a 70 ns e para todas as antenas receptoras localizadas na interface ar-solo y = 2.5,
a antena transmissora estd localizada em (x,y) = (—1,2.5). Observa-se dois tipos de eventos
em Fig.3, os eventos lineares que representam a passagem direta da onda entre o ar e o solo e
os eventos hiperbdlicos que sao os reflexos dos objetos enterrados, nos dois tipos de solo, e as
reflexdes causadas pelas fronteiras entre os diversos meios.

4.2 Detecgao de estruturas em concreto

Nesta secao apresenta-se a simulacdo da deteccao de uma estrutura em concreto. Figura 4
apresenta estrutura simulada, que é composta por um tinel com 5 m de largura e 3 m de
altura construido em um solo com permissividade relativa ¢, = 2,4 e condutividade elétrica
o =1x1073 S/m. Os parametros da fungdo CFS-PML sdo m = 2,55, R = exp(—13,37),
kmaz = 4,004 e o = 0.001, a regiao PML possui uma espessura de » = 2 m, e é terminada por
uma PEC.

O material do tinel é concreto com permissividade relativa €, = 5,5 e condutividade elétrica
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Figura 4: Esquema de deteccao de estrutura em concreto por GPR, composta por tunel de
concreto construido em um solo com caracteristicas elétricas com perdas.

o =0 S/m. Para todos os materiais do esquema assumi-se uma permeabilidade relativa p, = 1.
A antena transmissora é modelada como um dipolo iluminada por um pulso Blackman-Harris
com frequéncia dominante de 500 MHz.
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Figura 5: Campo elétrico £ observado por antenas receptoras posicionadas na interface ar-solo
para antena transmissora posicionada no centro do percurso. Linha tracejada em vermelho
indica ¢,, = 5,7816ns e linha tracejada em azul indica ¢,, = 12,39 ns.

Figura 5 apresenta radargrama que corresponde a uma medicao feita sobre a interface ar-solo
com a presenga da estrutura em concreto (tinel). Percebe-se a ocorréncia de eventos hiperbdlicos
o que indica os efeitos de reflexdocausados pela estrutura de concreto.
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Figura 6: Radragrama obtido por antena receptora que se move simultaneamente com a antena
transmissora na interface ar-solo.

Figura 6 apresenta radargrama que corresponde a uma medicao feita sobre a interface ar-
solo para antenas transmissora e receptora se movendo simultaneamente. Novamente se tem a
ocorréncia de eventos hiperbdlicos o que indica os efeitos de reflexdo causados pela estrutura de
concreto.
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5 Conclusao

Um algoritmo foi apresentado para se resolver as equagoes de Maxwell em dominios truncados
pela CFS-PML. A formulagao apresentada usa a teoria das formas diferenciais como base de
desenvolvimento, o que torna o algoritmo extremamente simplificado independente da dimensao
do problema. A discretizacdo é baseada puramente nas matrizes de incidéncia e de Hodge,
ou seja, através das propriedades topoldgicas e da aproximagao via método de Galerkin. Os
resultados apresentados neste artigo mostram a alta capacidade de absorcao da CFS-PML.

Para se verificar a eficiéncia do método duas simulacoes de sistemas de GPR em dominios
bidimensionais sao apresentadas. Uma tratando o problema de levantamento de superficies e
outra a deteccdo de uma estrutura em concreto. Em ambos os problemas foi considerado meios
com perdas.

O uso das formas diferenciais nao se restringe a sistema de GPR e pode ser aplicada a
qualquer problema de propagacao de onda eletromagnética em dominios bi e tridimensionais.
A técnica de absorcdo apresentada neste artigo pode ser facilmente estendida para dominios
tridimensionais.
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