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RESUMO

Resumo: As equacoes diferenciais fuchsianas possuem como principal caracteristica o fato de
todo ponto singular no plano complexo estendido ser reqular. Casos particulares considerados
consistem de trés e quatro pontos singulares requlares. Observa-se uma interessante relagao
entre as singularidades de uma equacdo diferencial fuchsiana, os vértices de um triangulo fun-
damental nas tesselacoes de Farey e a superficie associada a transformacdo aplicada ao poligono
fundamental. Analisando a equacdo diferencial fuchsiana com trés pontos singulares regulares
({0,1, 00} ) notamos que esses pontos fazem parte de uma regiao fundamental triangular e que os
emparelhamentos das correspondentes arestas (transformagoes eliptica e parabdlica) dao origem
a uma superficie esférica. Esses pontos singulares requlares fazem parte da série de Farey IFy.
Como consequéncia, temos a relacdo dos coeficientes da equacdo diferencial fuchsiana, suas sin-
gularidades, o triangulo fundamental e a superficie associada. Nesta direcdo, propomos gener-
alizar este resultado para outras regioes fundamentais contendo n lados e com os vértices (pontos
singulares regulares) fazendo parte da série de FareiF,,_s. Consequentemente, o objetivo serd de
estabelecer a relacdo entre os coefientes da equacao fuchsiana contendo n pontos singulares reg-
ulares com a superficie associada ao emparelhamento entre os lados dos poligonos fundamentais.
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1 Equacoes Diferenciais Fuchsianas

Uma equacao diferencial do tipo:

y™ () +p1(2)y "D () + o+ pa1(2)y (2) + pal2)y(2) = 0,

é uma equacao de Fuchs ou uma equacao do tipo fuchsiano se todo ponto singular no plano
complexo estendido for regular, [1], [2], [3].
Para o caso da equagao de segunda ordem:

"

y'(2) + p1(2)y (2) + p2(2)y(2) =0,

um ponto singular é dito regular se a singularidade em p;(z) for um pélo simples e em py(z)
for no maximo um polo de ordem 2.
Uma equacao diferencial ordinédria de segunda ordem com n pontos singulares é da forma

y +p(2)y +a(z)y =0,
*Pesquisa com suporte financeiro do CNPq, FAPESP e FAPEMIG
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onde:

A+ .+ A, =2,
Ci+..+C,=0,
(Bi+4 ...+ Bp) 4+ (&1C1 + ... + &.Cp) =0,
(261B1 + ... +26,Bp) + (61C1 + ... + E2Cp) = 0

Muitas vezes é conveniente levar os pontos singulares para alguns pontos notaveis como por
exemplo z = 0 ou z = co. Para isso ser feito, sem perda de generalidade, devemos utilizar uma
mudanca de varidvel, como:

az+b
t= ad # be
cz+d’ 7
Uma transformacgao fracionéria linear leva pontos singulares regulares em pontos singulares

regulares.

Casos particulares para um, dois, trés e quatro pontos singulares regulares podem ser anal-
isados. Para equacoes diferenciais fuchsianas que possuem trés pontos singulares regulares ou
mais, o chamado simbolo P de Riemann-Papperitz fornece as informacoes sobre os expoentes
caracteristicos dos pontos singulares dessas equagoes.

&1 & &3
y=P<{ a B v =z
a/ IB/ 7/

satisfazendo a condigao:
ata +B+6 +y+y =1.

Os expoentes caracteristicos dos pontos singulares 0, co e 1 podem ser expressos em termos
do simbolo P por:

&G & & 0 oo 1
P a B v =z =P a B v t
a B vy a f v

onde z e t estdo relacionados pela transformacao linear fracionaria utilizada.

2 Tesselacoes de Farey

2 2
Seja H? = {z +iy € C : y > 0} o semiplano superior com a métrica de Poincaré ds? = dmy%dy.

Com essa métrica H? torna-se um modelo de geometria hiperbdlica, [4]. O grupo PSL(2,R) =
SL(2,R)/{+£I} age em H? por transformacgoes de Moebius dadas por: z gjig A agdo dessas
transformagoes estendem para R U {oo}.

Seja F,,, uma sequéncia de Farey de ordem m. Entao, F,, consiste de uma série de fragoes
irredutiveis cujo denominador nao excede m, ou seja, g com |P|,|Q| < m organizados em ordem
crescente.

Fy ={—-00,-1,0,1,00}

1ot }
2777?700

]F2 = {—OO,—Q,—I, 2
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Se para cada valor de m, m > 1 os termos consecutivos de [F,, s@o unidos por uma geodésica,
a tesselacdo em H? é chamada tesselacio de Farey, como apresentado na Figura 1.
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Figura 1: Tesselagao de Farey no intervalo [0,1]

Como exemplo, considere o triangulo formado pelas geodésicas C(v(00,0)), C(v(0,1)) e
C(v(1,00)), apresentado na Figura 2. Este caso apresenta como singularidades os valores 0, 1 e
0.

Figura 2: Tridangulo Fundamental

3 Equagoes diferenciais fuchsianas com 3 e 4 pontos singulares
regulares associadas a [, [,

O objetivo desta secao é apresentar alguns exemplos de equacgoes diferenciais fuchsianas, para
0s casos com trés e quatro pontos singulares regulares e a relagao dessas singularidades com
as tesselagoes de Farey, ou seja, uma interseccdo entre as equacgoes diferenciais fuchsianas e a
geometria hiperbdlica. Gostariamos de chamar a atengao ao fato de que devido a caracterisitica
da transformacao de Mobius ser invariante por homotetia de seus elementos e que as diver-
sas configuracoes de regides poligonais associadas as correspondentes superficies poderem ser
consideradas no intervalo [0, 1], implicam na utilizagao dos elementos da série de Farey como
os pontos singulares regulares. Além disso, note na Figura 3 que se as transformagdes forem
hiperbdlicas a superficie correspondente é um bitoro conduzindo a uma equagao fuchsiana com
quatro pontos singulares regulares. Por outro lado se tivermos uma transformacao parabdlica
e uma eliptica entao a correspondente superficie serd a esfera, conduzindo dessa forma a uma
equacoa fuchsiana com trés pontos singulares regulares. Esses dois casos sao considerados nos
exemplos a seguir.

Exemplo 3.1 [Trés pontos singulares regulares]
Vamos considerar como exemplo a equac¢do de Legendre:
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Figura 3: Regidao quadrangular fundamental

(2= 1)y 422 —AA+ 1)y =0.
A fim de analisarmos os pélos dessa equacdo, vamos colocd-la na forma:

1"

y'(2) + p1(2)y (2) + pa(2)y(2) = 0.

Assim:

" 22 /_ )\()\—1-1)
Ve 0e-0Y T GrnG-1)

Observe que temos como pdlos os valores —1 e 1. Os pontos —1, 1 e 0o sao pontos singulares
regulares, uma vez que (z — 20)p1(2) e (z — 20)?p2(2) sdo analiticas em zy, onde zy representa
um ponto singular reqular. Além disso, uma caracteristica importante a ser analisada € a de
que p1(z) tem pdlos de no mdzximo ordem 1 e pa(2) tem pdlos de no mdzimo ordem 2, conforme
mencionado em [1].

O prozimo passo € fazermos a representacao dessa equacao diferencial fuchsiana por meio
do simbolo P-Riemann. Sabe-se de [3] e [1] que o mesmo apresenta os pontos singulares da
equacdo, bem como os expoentes da equacdo na singularidade zy. Os erpoentes sdo as raizes da
equagdo indicial no ponto singular analisado.

Primeiramente vamos encontrar a equacao indicial para cada uma das singularidades e en-
contrar as raizes das mesmas. O cdlculo da equacdo indicial, bem como suas raizes foram
embasados em [2].

y=0.

e para z = —1
r(r—1)+por+q =0

‘ ) 2z
po = lim, (= = z0)pr(2) = lim, (2 1) g5 =1
. _ “AA+1)
B B 2 _ 2 MV =
a0 = Nim, (= = 20)°po(2) = Hm, (24 1) =m9r =35 =0

r(r—1)+r=20
r=20
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e para z =1
r(r—1)+por+q =0
2z

po = lim (2 — 2)p1(2) = lim(z — l)m =1
. . —“AA+1)
qo = lim(z — 20)°pa(z) = lim (2 — 1)2m =0

r(r—1)+r=20
r=20
® para 0o
r=-\r=XA+1

Para a singularidade no oo podemos analisar a funcdo que acompanha y. Desta forma, o
simbolo P-Riemann da equacgdo diferencial é:

1 1 0
y=P¢ 0 0 —-X =z
0 0 A+1

Analisando a restrigao da soma dos expoentes, vemos que:

2

> i+ Bit+mw) =1

i=1

Exemplo 3.2 [Quatro pontos singulares regulares]
Considere a equagao de Heun, conforme [6]:

d%y v 0 § | dy afz—q
dz2+[+ + ]dz z2(z—=1)(z —a)

z z—1 z-—a
Tomemos como exemplo a sequinte equacao, atendendo as caracteristicas da equacdo de
Heun:

y=0.

" 4 1 T 1 T 2 ’ + 2z —1 —0
Y a1 2 —2Y z(z—l)(z—Z)y_ ’
an 422 — Tz +2 an 2z -1
YT 0E—2Y T D(z-2
Observe que para essa equagdo temos como pontos singulares requlares z = 0,z = 1,2 =

2,z = c0. Vamos agora encontrar os expoentes da equacdo indicial em cada uma das singulari-
dades para obtermos o simbolo P-Riemann da equagdo:

y=0.

e para z =0
r(r—1)+por+q =0
422 — T2 42

= (s — o1 (2) = iy o2y =

2z —1
= .[[] — 2 e .[[] 2—
%= l1—>0(2 20)"p2(2) l1—>02 2(z—=1)(z—2)

r(r—1)+r=20
r=0

=0
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e para z =1
r(r—1)+por+q =0

' . 422—7Z+2
m =l =) = (s = D =
= lim (2 — 20)%p2(2) = lim (2 — 1)222—_1 =0
4o = z—1 0) P2 | Z(Z - 1)(Z B 2) -
rir=1)+r=0
r=0
e para z =2
r(r —1) +por +go =0
422—7Z+2
(s =lm(z—2)F——— =
po = lim (2 — z0)p1(2) = lim (2 2)2(2— D(z~2) 2
go = im 0) p2t%) = 15 2z =1)(z-2)
r(r—=1)+2r=0
T:O7T: -1
® para 0O
r = 1’7‘:2

corresponde aos valores de o e B da equagao geral de Heun.

Desta forma, o simbolo P-Riemann da equacdo diferencial é:

0 co 1 2
y=P< 0 1 0 0 =z
0 2 0 -1

4 Resultados Obtidos

Analisando os pontos singulares regulares das equagoes diferenciais fuchsianas, em particular,
0s casos com trés e quatro pontos singulares regulares, podemos perceber uma relagdo com
os vértices de um tridngulo fundamental de uma tesselacdo de Farey. A essas tesselacoes, po-
dem ocorrer transformacoes elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas e essas transformagoes geram
superficies, como a esfera, o toro e o bitoro.

Para o caso das transformagcoes elipticas e parabdlicas, a superficie associada ¢é a esfera, uma
vez que usando a caracteristica de Euler, apresentada em [5]: x = 2 —2g = 09 — 01 + 02, onde x
é a caracteristica de Euler, g é o género da superficie e o é o niimero de k-simplex (0-simplex é
um vértice, 1-simplex é uma aresta e 2-simplex é um triangulo), encontramos género 0, ou seja,
a superficie é a esfera.

O préximo passo desse trabalho é estudar a relagdo dos pontos singulares regulares e as
transformagoes hiperbdlicas e consequente superficie associada.
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