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Resumo: Neste trabalho apresentamos técnicas recentes para o cdlculo de idempotentes prim-
itivos em dlgebras de grupo ou em dlgebras polinomiais. Fsses idempotentes podem ser vistos
como geradores de codigos ciclicos minimais. FExibiremos duas abordagens para tais cdlculos:
a primeira, que chamaremos abordagem polinomial, € realizada no anel das classes residuais
modulo x™ —1 de um anel de polinomios, onde n denota o comprimento do cédigo. Ja a sequnda
€ realizada no contexto de dlgebras de grupo de grupos abelianos sobre corpos finitos de ordem
prima. Em particular, consideramos grupos ciclicos de ordem n e apresentamos um isomorfismo
entre o anel de classes residuais e a dlgebra de grupo de modo que possamos trabalhar livremente
nestas duas abordagens.

Palavras-chave: Cddigos ciclicos minimais, Idempotentes primitivos, A-aplicacao

1 Cobdigos Ciclicos

Seja n > 1 um numero natural e F; um corpo finito com [ elementos. Um cddigo linear de
comprimento n é um subespaco ¢ C F} (inclusao prépria).

Os cédigos ciclicos sao um caso particular de codigos lineares. Nesta secao apresentamos os
codigos ciclicos como ideais de um anel de polinémios e ideais em uma &algebra de grupo para
um grupo ciclico sobre um corpo finito. Estas duas abordagens serao usadas durante todo o
trabalho.

Definimos a permutacao ciclica de coordenadas em IF}', por

T, F? - FP
c=(coy.. yen-1) +— Tr(c)=(cn-1,¢0y-.,Cn-2).

(1)

Definicao 1.1. Um cddigo linear € ¢é chamado codigo ciclico se, para toda palavra
u = (U, UL, oy Up—1) em €, o vetor Tr(u) = (Up—1,Uq, ..., Un—2) também estd em €, ou seja,
(&) ce.

Considere R,, o anel das classes residuais em F;[X] médulo X™ — 1, ou seja,

Fy[X]

O

Todo elemento de R, pode ser representado de forma tnica por um polinémio
ap+ a1 X + -+ ap_ X"}

de grau no méaximo n — 1.
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Os codigos ciclicos podem ser realizados de diferentes formas. E facil verificar que

P Iy — Ry
n—1 ' (2)
(bos s bn1) = > bX!
=0

¢ um isomorfismo e que os cédigos ciclicos em I}’ correspondem aos ideais no anel quociente R,.
Podemos também considerar os cédigos ciclicos como ideais na algebra de grupo de um grupo
ciclico. De fato, dado G = (a/a™ = 1) um grupo ciclico finito de ordem n, definimos a aplicagao

(U Fy — G
n—1

(b0> -wbnfl) — szal (3)
1=0

E facil verificar que ¥ é um isomorfismo de [Fj-espagos vetoriais.

Teorema 1.2. Um subespaco vetorial € de F}' é um cédigo ciclico se, e somente se, ¥ (€) € um
ideal de F;G.

Por (2) e (3), temos o isomorfismo ¥ ~! entre R,, e F;G tal que

! 0
R — Iy — F,G
n—1 ' n—1 ' (4)
SOBXT o (bosby,nbpr) Y bial
=0 =0

Verifica-se facilmente que este é um isomorfismo de algebras.

De posse dessas informacoes, apresentamos as técnicas para o calculo de idempotentes prim-
itivos em ambos os contextos, a saber, o polinomial e o de algebra de grupo. Dado o isomor-
fismo (4), podemos trabalhar livremente em ambas as abordagens, considerando que na segunda
(dlgebra de grupo) o grupo seja ciclico.

Ficard claro durante a exibicao das técnicas quais sao as vantagens e desvantagens de cada
uma.

2 Primeira abordagem - polinomial

2.1 M-Aplicacao e Idempotentes Primitivos em Anéis Semissimples

Vamos expor neste capitulo um método para obter cddigos ciclicos minimais a partir de uma
abordagem polinomial. Chamamos este método de A-técnica e ela é definida a partir de uma
A-aplicagao e um A-produto de polindmios, que sao definidos a seguir. A principal referéncia
para esta segao é [6].

2.2 A )-aplicagao e as classes ciclotomicas
Nesta secao consideramos a seguinte hipétese geral:
r > 2 e «a; > 1 sao numeros inteiros,
T
m = Hp?i, com p; primos impares distintos, para 1 < i < r,
i=1

i ol
mdc(%’%) =1, paral <i#j<r, )

| # 2 é uma raiz primitiva mod p;", para cada 1 <1i <r e mdc(l,m) = 1,
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Considere o conjunto A = {0,1,...,(m — 1)}. Para a,b € A, definimos
a ~ b se, e somente se, a = bl'(modm), para algum inteiro i > 0. (6)

Esta é uma relagao de equivaléncia no conjunto A cujas classes de equivaléncia sdo chamadas
classes [-ciclotomicas de A.

Se t é o menor inteiro positivo tal que s = sl'(modm), entdo a classe I-ciclotomica de s é
definida por Cy = {s, sl, ..., sI!"1}.

Notagoes 2.1. Sob a hipdtese geral (5), estabelecemos as sequintes mnotagoes e
defini¢oes:
m

et
i

(ii) Ay ={0,1,2,...p% —1} e A={0,1,..., (m — 1)}

(i) Para 1l <i<r,m;=

1) R; e N; sao 0s conjuntos de residuos quadrdticos e ndo quadrdticos mddulo pS.
1
(iv) Rp@i = {Tpfi/r S Ri}, Np@i = {spfi/s S Ni}, X; = Ri(ou N;) eY; = N;(ou R;).

File] . _ _ Foels]
Pt

(2™ —1) i <g;p?" _ 1>'

(vi) & é uma raiz m-ésima primitiva da unidade em alguma extensdo do corpo Fp.

(v) Rin =

(vit) Para qualquer m, sempre denotamos a classe ciclotomica Cy modulo m por {0}.

Definicao 2.2 ([6], Definition 2.2). Dado o produto cartesiano Ay x Az X ... X A,, definimos a
A-aplicagcao por
A A xAyx...xA — A

T

(a1, ...,a,) — Zakmk(modm),
k=1

O seguinte resultado € o conhecido Teorema Chinés do Resto.

Lema 2.3. A \-aplicagdo € uma bije¢ao. (A \-aplicag¢ao é um isomorfismo de grupos abelianos.)

P <Hz:1 p?)

Observacao 2.4 ([6], Theorem 2.4). Sob a hipdtese geral (5), 51

€ a ordem de l

,

maodulo Hpiﬁi, para 1 < B; < «;. Ressaltamos que esse resultado € um caso particular da funcédo
i=1

de Carmichael.

Observacgao 2.5. De [6], a A-aplicagdo faz corresponder a cada classe l-ciclotomica de A a unido
de dois produtos cartesianos de classes 1*-ciclotomicas mddulo pit,  para cada

1<i<r, asaber, X g, X...x X 5, UY g, X...XY 3, e vice-versa, onde X s, = R g, (ou N,Bi) e
by pr by Pr p; p; p;

Ys =N g <0u R )

pfl pf’ pfl

Lema 2.6. Sob a hipdtese geral (5), para cada 1 < i < r el < 5; < a; — 1, o0s conjuntos
R;, N;, Rp@i e Npl?i sdo as classes 12-ciclotomicas médulo it

Teorema 2.7. Sob a hipdtese geral (5), o nimero de classes l-ciclotomicas modulo m €

(200 +1)... (200 +1) +1
5 .
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Demonstragdo. De acordo com o Lema 2.6, os conjuntos (grupos aditivos abelianos) A; po-
dem ser particionados com relacdo as suas classes [2-ciclotomicas X o onde 0 < 3; <a;—1le

1 < i < r, além das classes do tipo Cp médulo pj*. Ainda, conforme foi afirmado na
Observacao 2.5, qualquer classe [-ciclotomica pode ser vista como A-imagem de uma com-
binacdo arbitraria de classes [%-ciclotomicas. Por hora desconsideremos a classe Cy médulo
m, gerada de forma tnica pelos zeros dos A;, para todo 1 < i < r. Logo existem (2a; + 1)
(2c2 +1)...(2a, + 1) — 1 combinagoes possiveis. Neste calculo devemos descartar um dos dois
tipos de combinagoes abaixo:

A(prl XX Xyp UY o, ><...><ngT) ou)\(Y;)fl XX Yy UX o, x...xXp§T>, (7)

pois estas Ad-imagens geram a mesma classe [-ciclotémica.

(201 +1)2a2+1) ... 2a, + 1) —

Assim existem classes [ ciclotomicas. Adicionando mais

2
uma classe, a saber, a classe Cy médulo m e a partir de algumas manipulagoes, verificamos a
igualdade

(2a1+1)-~-2(204r+1 P 1Hal+2r 221_[%4_ 42> aZOé]+ZOKz+1

k=1 i=1 1<i<y<r
i#k

O

Aqui desenvolvemos um método para explicitar os idempotentes primitivos de R,,
descrevendo-os como A-produto de idempotentes primitivos de qui, para cada 1 <i <.

Definigao 2.8. Para 1 <i <r, seja fi(x Z aj, 29t € F2[z]. Definimos

Mf(2) ® ... ® fr(z)) = > ajy - oo g I, (9)

A(J15erjr ) EN(A1 X X Ay

Chamamos este produto de \-produto dos polinémios f;(x Z aj, zl

Observagao 2.9.
(i) Paral < i <re0 < f < a; — 1, denotemos por pralp/sQ b © idempotente primi-
1 0" e Pr
tivo correspondente a classe [-ciclotomica Cbpﬁlpﬁz- pfr 1O anel semissimples R,,, onde
1 Pa” e Pr

It#£bec A, comteN e mde <b,Hpi) =1.
i=1

(ii) Denotemos por 6%5 e "5 os idempotentes primitivos basicos correspondentes as classes
Py by

I2-ciclotomicas X P eY o respectivamente no anel qui. Além disso, dado s € A, defina

os(z) = oc,( Z .

teCs

(iii) Sejam X7 X ... x X, ngl X X Xogoe 9;ﬁ1 ®...®9;ﬁr as primeiras partes das
1 T 1 T
expressoes A (X1 X .. X X, UYy X . x Yy), A (ngl XX X 5 UY oy X o X Ypﬁr> e
1 T 1 T

MO ®..00% | +X[0% ®...®0%, ), respectivamente. Ainda, X;, X s, e 0% sao
P Pr P Ppr b; p;"

as i-ésimas entradas de X1 X ... X X, prl XX X g€ 0;51 ®.Q 9;@” respectivamente.
1
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Teorema 2.10. Se, para cada 0 < 5; < «y, as i-€simas entradas da primeira parte de

Ci=2X; x..xX, U1 x...xY,) e

C .:)\(X XXX 5 UY 5 X .. XY )
bl pl2...plr Py per it prr )

sao R; e RP;Bi (ou prl.>, entao ebpflpEQ-....pET =\ <9p[131 ® ... ®9pr) + A < 2 ®.Q pffT)’

onde, para 1 < i < 7, 0% e 05 sao os idempotentes primitivos correspondentes as classes
p; p;

1
12-ciclotémicas Rpgi <0u Npgi) e Npﬁi <0u Rpgi), respectivamente.

3 Segunda abordagem - algebra de grupo

3.1 Cddigos Abelianos Minimais

Sejam Fo o corpo finito com 2 elementos e G um grupo finito de ordem impar. Um ideal
minimal de FoG serd dito um cédigo abeliano binario minimal. Nesta secao apresentamos
as expressoes dos idempotentes primitivos geradores dos cédigos binarios ciclicos de comprimento
p"q"™, pq e p1paps, onde p, q, p1, p2 € p3 sao todos primos impares distintos dois a dois. Iniciamos
com dois resultados técnicos. Em [5], foram determinados todos os cédigos minimais sob as
seguintes hipoteses:
G é um grupo abeliano finito de expoente p™ ou (2p™), (10)
F um corpo finito com ¢ elementos onde ¢ tem ordem multiplicativa ¢(p™) modp™.
Em [2], os autores fizeram o estudo dos idempotentes primitivos para grupos da forma

G, x Gy, onde G, e G, denotam grupos abelianos, o primeiro um p-grupo e o segundo um
g-grupo, que satisfazem as seguintes condigoes, que, em particular, satisfazem (10):

mde(p—1,q—1) =2,
2 gera o grupo das unidades de Ly € L2 (11)
mde(p —1,q) = mde(p,q — 1) = 1.

Observagao 3.1. Em (11), a primeira hipétese nos garante que pelo menos um dos nimeros

primos p e q € da forma 4k + 3, onde k € N.

-~ 1
Seja G um grupo de ordem impar. Para um subgrupo H < G, definimos H = ﬁ Z h, da
heH

—

mesma forma que [5] e, para um elemento z € G, T = (x).

3.2 Cdédigos em F, (C, x C,)
Sejam p # ¢ primos impares. Considere o grupo G = (g | g?? =1),a=g?, b=g¢" e G =C, X Cy,

onde C, = (a) e C; = (b). Nesta secdo, descrevemos todos os idempotentes primitivos de
FQ (Cp X Cq)
Teorema 3.2 ( [2], Theorem IV.1). Seja G = (a) x (b) como acima e assuma que p € q

satisfazem (11). Entdo os idempotentes primitivos de FoG sdo

e0=0G, e :6(173, er = (176)3, ez = wv +u?v? e ey = w? + vy,

onde,
u(a) = { a2 +2(C)L22 +2.2. 4 a2p—3’2p_3 sep=1(mod 4) ou (12)
l1+a” +a” +---+a” ~, sep=3(mod4)
e
o (a) = { a2 + 323 +2'3' -+ a2p*2’2p_2 sep=1(mod 4) ou (13)
l+a"+a” +---+a~ ~, sep=3(mod4)
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3.3 Céddigos em Fy (Cym X Cypn), para m > 2,n > 2

Teorema 3.3 ( [2], Theorem V.1). Sejam p e q nimeros primos que satisfazem (11) e G =
(a) x (b), com (a) = Cpm e (b) = Cgn. Entao os cddigos minimais de FoG sao gerados pelos
sequintes idempotentes primitivos

o~ ——

~ - —_ ~
» i — . —
ep =ab, ey =a (qu + b7 ) , €0 = (apl + aP* ) b, ej; =uv+ u?v? e e = uv® 4 uv,

onde
u = a (azopii1 +a?7 T 44 a2p73pi71) , sep=1(mod4) ou
u = a (1 +a¥P T 4T g a2p73pi71) , se p=3(mod 4)

v = b (bzoqj*l L2 qu*S‘le) , se ¢ =1(mod 4) ou

v o= b <1 F o T b2q73qj71> , se ¢ =3(mod 4)

3.4 Cédigos em F, (Cp, x Cp, X Cpy)

Os métodos das segoes anteriores podem ser estendidos para o caso geral, mas os calculos tornam-
se muito mais complexos. Como uma ilustragao, mostramos abaixo como obter os idempotentes
primitivos quando |G| envolve trés primos distintos.

Teorema 3.4 ( [2], Theorem IV.10). Sejam pi1, pa e p3 trés primos impares distintos tais que

mde(p; —1,pj—1) = 2, para 1 < i # j < 3, e 2 um gerador do grupo U (Zy,). Entao os
idempotentes primitivos da dlgebra de grupo FoG, para G = Cp, x Cp, X Cpy, com Cp, = (a),
CP2 = <b> € sz = <c>7 540

eo = abé e1 = ab(1 —¢)
e = a(l —b)e es = (1—a)be
es = (uv + u?v?)eé es = (u?v + uv?)é
e6 = (uw + u?w?)b er = (vw + uw?)
es = (vw + v2w?) eg = (V2w + vw?)

b

a a
e10 = (1—a)(1—b)(1—é) +u*w +uvw? e = (1—a)(1 —b)(1 — &) + u2v?w? + uow
b)(1 — &) + v2vw? + uvw? ez = (1—a)(1 —b)(1 — &) + uvw + u2vw?

onde u = u(a),v =v(b) e w=w(c) sao definidos como em 3.2, respectivamente.

4 Analise das técnicas apresentadas

Ambas as técnicas apresentadas neste trabalho nos permitem calcular os idempotentes primitivos
dos cddigos ciclicos minimais de modo algoritmico. A partir do célculo de exemplos especificos,
observamos que as férmulas apresentadas em [6] podem conter alguns erros em seus coeficientes.
A limitagao de espago nos fez optar por ndo apresentar o exemplo neste resumo.

As técnicas polinomiais envolvem a utilizacao de extensdes do corpo base e, algumas vezes,
descuidam do fato de que o produto de idempotentes primitivos nem sempre é primitivo.

Por outro lado, a técnica de algebra de grupo se mostrou muito eficiente no calculo dos
idempotentes primitivos, utilizando simplesmente a estrutura dos subgrupos do grupo subja-
cente, o que evita, por exemplo, o uso de raizes primitivas, usadas na técnica polinomial. Outra
vantagem é que fica muito claro de onde se origina cada idempotente primitivo a partir da estru-
tura do grupo. Isto facilita, por exemplo, determinar certas equivaléncias de c6digos minimais,
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conforme [4], e também nos permite determinar claramente quantos fatores primitivos aparecem
quando o produto de dois idempotentes primitivos nao é primitivo.

Pelos estudos que realizamos até o momento dos desenvolvimentos dessas técnicas, acredi-
tamos que uma boa combinacdo de ambas possa minimizar possiveis erros nas expressoes dos
idempotentes.
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