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Resumo: Este trabalho descreve a determinação de atitude e a estimação de bias de giros
usando do Filtro H∞ Estendido e Segunda Ordem para sistemas não lineares. Tal filtro usa a
série de Taylor para aproximar as não linearidade da dinâmica conhecida e assume que os rúıdos
têm propriedades estat́ısticas conhecidas. A aplicação utiliza dados de medidas de um satélite
real CBERS-2 (China Brazil Earth Resources Satellite 2). O modelo cinemático da atitude é
descrito por equações não lineares envolvendo os ângulos de Euler. Os sensores de atitude dis-
pońıveis são dois DSS (Digital Sun Sensors), dois IRES (Infra-Red Earth Sensor) e um triedro
de giros mecânicos. De acordo com a teoria, em comparação com o filtragem Kalman, a filtragem
H∞ tem algumas vantagens na estimação de estados. No Filtro H∞, a natureza é considerada
perversa e procura ativamente degradar a estimação de estados tanto quando posśıvel, enquanto
isso no Filtro de Kalman, a natureza é considerada indiferente. Assim, o Filtro H∞ Estendido
é simplesmente uma versão robusta dos Filtro de Kalman Estendido pois adiciona tolerâncias a
rúıdos e dinâmica não modelados. Ao usar o Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem, a meta
é destacar e ampliar as propriedades do Filtro H∞ em termos de suas caracteŕıstica favoráveis.
Os resultados neste trabalho mostram que se pode melhorar a precisão na determinação de ati-
tude com os requerimentos prescritos, além de fornecer a estimativa dos bias dos giros que pode
ser usada para realçar o modelo de erro dos giros. Sabe-se que giros apresentam algumas fontes
de erros tal com os bias que é o mais problemático, pois com o tempo, a acumalação de erros
pioram a precisão no processo de estimação, além disso os bias devem ser levados em conta no
processo de determinação de atitude para garantir o sucesso da missão.
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1 Introdução

Estimação de atitude é um processo de determinação da orientação de um satélite com respeito
a um sistema de referência inercial processando dados de sensores de atitude. Depois de dado
um vetor de referência, o sensor de atitude mede a orientação desse vetor com respeito a uma re-
ferência fixa no sistema do satélite. Assim, é posśıvel estimar a orientação do satélite procesando
computacionalmente esse vetor usando métodos de estimação de atitude.

Neste trabalho a atitude é representada pelos ângulos de Euler. No caso do CBERS-2, a
estabilização de atitude é feita em três eixos geo-apontados e pode-se descrever sua relação
com o sistema orbital. Nesse sistema, o movimento ao redor da direção da velocidade orbital
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é chamada roll (φ), o movimento ao redor da direção normal a órbita é chamada pitch (θ) e
finalmente o movimento ao redor da direção Zenith/Nadir é chamada yaw (ψ). Ver Figura 1.

Figura 1: Ilustração para representar o sistema oribtal local (xo,yo, zo) e o sistema de atitude
(x,y, z)

A matriz de tranformação R apresentada nas Referências [2, 3, 7] na sequência 3-2-1, relaci-
ona o sistema de coordenadas no corpo de satélite (x,y, z) com o sistema orbital local (xo,yo, zo).

A estimação de estados é realizada pelo Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem, este método
é capaz de estimar estados de sistemas não lineares com dados de diferentes sensores de atitude.
Foi considerado dados reais forneciddos de dois IRES (Infra-Red Earth Sensor), dois DSS (Digital
Sun Sensors) e um triedro do giros mecânicos. Os dois IRES fornecem a medidas direta dos
ângulos roll e pitch com um certo ńıvel de erro. Os dois DSS são montados no satélite de
tal forma que fornecem uma função não linear dos ângulos de roll, pitch e yaw. Os giros são
alinhados aos três eixos dos satélites e fornecem a medidas da velocidades angulares com bias
no sitema de referência do corpo. A medidas utilizadas nessa pesquisa, foram registradas pelo
Centro de Controle de Satélites do INPE (Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais) [3, 7].

A filtragem H∞ minimiza o pior caso de estimação de erro, sendo mais robusto que na
filtragem de Kalman. O Filtro H∞ é baseado na aproximação da teoria de jogos que foi origi-
nariamente desenvolvida na Referência [1] e posteriormente na Referência [5] e [6]. Sua forma
estendida é discutida na Referência [4].

2 O Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem

Considere um sistema discreto não linear

xxxk+1 = f(xxxk,uuuk) +wwwk
yyyk = h(xxxk) + υυυk

(1)

em que k ı́ndice de tempo discreto, xxxk+1 e yyyk são os vetores de estados e de medidas com
dimensões n e m respectivamente, wwwk e υυυk são os rúıdos do processo e de medida, os termos
desses rúıdos podem ser aleatórios com estat́ıstica possivelmente conhecida e média diferente de
zero, ou eles podem ser determińısticos. O termo uuuk é a entrada de controle, f(.) e h(.) são
vetores de funções não lineares que são diferenciáveis com respeito a xxxk.

Logo, a expansão em série de Taylor de f(xxxk,uuuk) e h(xxxk) ao redor do ponto nominal x̂xxk (o
estado estimado) é

f(xxxk) = f(x̂xxk) +
∂f

∂xxxk

∣∣∣∣
x̂xxk

(xxxk − x̂xxk) (2)

h(xxxk) = h(x̂xxk) +
∂h

∂xxxk

∣∣∣∣
x̂xxk

(xxxk − x̂xxk) (3)
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A meta é estimar a combinação linear de estados. Isto é, deseja-se estimar zzzk, que é dado
por

zzzk = LLLkxxxk (4)

em que LLLk é uma matriz usualmente definida com posto completo. Desejando estimar direta-
mente o estado xxxk como no Filtro de Kalman, então LLLk = III. A estimativa de zzzk é indicada
como ẑzzk e a estimativa do estado inicial xxx0 é x̂xx0.

O critério de desenvolvimento do Filtro H∞ Estendido precisa encontrar ẑzzk que minimiza
(zzzk − ẑzzk) para qualquer wwwk, υυυk e xxx0. Considerando o pior cenário, assume-se que a natureza é
nossa adversária e encontra wwwk, υυυk e xxx0 para maximizar (zzzk − ẑzzk) [4, 8]. Assim, a função custo
usada é:

J1 =

N−1∑
k=0

‖zzzk − ẑzzk‖2SSSk

‖xxx0 − x̂xx0‖2PPP−1
0

+
N−1∑
k=0

(
‖wwwk‖2QQQ−1

k
+ ‖υυυk‖2RRR−1

k

) (5)

A notação ‖xxxk‖2SSSk é definida como o quadrado de xxxk ponderado por SSSk, ou a norma L2 de

xxxk, isto é, ‖xxxk‖2SSSk = xxxTkSSSkxxxk. As matrizes de ponderação PPP 0, QQQk, RRRk e SSSk são matrizes positivas
definidas e simétricas escolhida pelo usuário com base no problema espećıfico.

A direta minimização de J1 na Equação (5) não viável, assim escolhe-se um coeficiente de
performance espećıfico γ que permite uma estratégia de estimação que satisfaça tal limiar. Isto
é, tentaremos encontrar uma estimativa de ẑzzk que resulte em

J1 <
1

γ
(6)

Rearranjando a Equação (5) temos:

J = −1

γ
‖xxx0 − x̂xx0‖2PPP−1

0
+

N−1∑
k=0

[
‖zzzk − ẑzzk‖2SSSk −

1

γ

(
‖wwwk‖2QQQ−1

k
+ ‖υυυk‖2RRR−1

k

)]
< 1 (7)

Uma vez que υυυk = yyyk − h(xxxk), zzzk = LLLkxxxk, ẑzzk = LLLkx̂xxk e definindo S̄SSk = LLLTkSSSkLLLk. Assim a
Equação (7) pode ser reescrita como

J∗ = min
x̂xxk

max
wwwk,yyyk,xxx0

J (8)

Em que

J = −1

γ
‖xxx0 − x̂xx0‖2PPP−1

0
+

N−1∑
k=0

[
‖xxxk − x̂xxk‖2S̄SSk −

1

γ

(
‖wwwk‖2QQQ−1

k
+ ‖yyyk − h(xxxk)‖2RRR−1

k

)]
(9)

Para resolver o problema de minimax na Equação (9), um ponto estacionário de J com
respeito a xxx0 e wwwk precisa ser encontrado primeiro, e então um ponto estacionário de J com
respeito a x̂xxk e yyyk precisa ser encontrado também [8].

2.1 A Solução do Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem

Considere o problema de minimax na Equação (9), usando a expansão em série de Taylor descrita
nas Equações (2) e (3) para aproximar a função não linear na Equação (1). A solução do Filtro
H∞ Estendido de Segunda Ordem, apresentada para o espaço de estado, é dada por [4]:

KKKk = PPP k
[
III − γS̄SSkPPP k +HHHT

kRRR
−1
k HHHkPPP k

]−1
HHHT
kRRR
−1
k (10)
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x̂xxk+1 = f(x̂xxk,µµµk) +
1

2

n∑
i=1

ϕfi tr

[
∂2fi
∂xxx2

k

∣∣∣∣
x̂xxk

P̄PP k

]
+FFF kKKKkỹyyk (11)

PPP k+1 = FFF kPPP k
[
III − γS̄SSkPPP k +HHHT

kRRR
−1
k HHHkPPP k

]−1
FFF Tk +QQQk (12)

λλλk+1 =
(
FFF kFFF

T
k + ξIII

)−1
FFF k
(
GGGkλλλk −HHHT

kRRR
−1
k ỹyyk

)
(13)

P̄PP k+1 = ηP̄PP k + (1− η)PPP kλλλkλλλ
T
kPPP

T
k (14)

em que ϕi =
[

0 ... 0 1 0 ... 0
]T

onde o número 1 está sempre no iésimo elemento da

matriz; FFF k = ∂f
∂xxxk

∣∣∣
x̂xxk

; HHHk = ∂h
∂xxxk

∣∣∣
x̂xxk

; o reśıduo ỹyyk = yyyk − h(x̂xxk) − 1
2

∑m
i=1 ϕ

h
i tr

[
∂2hi
∂xxx2k

∣∣∣
x̂xxk
P̄PP k

]
; o

termo λλλk é o multiplicador de Lagrange; ξ é positivo e escalar e 0 < η ≤ 1. Além disso, o valor
de γ deve satisfazer a Equação (15) para assegurar que o valor otimizado de x̂xxk é um mı́nimo
local de J , isto é

PPP−1
k − γS̄SSk +HHHT

kRRR
−1
k HHHk > 0 (15)

Logo, A expressão PPP−1
k − γS̄SSk +HHHT

kRRR
−1
k HHHk, deve ser positiva definida.

3 Simulação Computacional e Resultados

O sistema não linear que representa as equações de processo e de medida para o satélite CBERS-2
é dada por [3, 7]:

φ̇

θ̇

ψ̇
ε̇x
ε̇y
ε̇z

 =



−ω0 sinψ + (gx − εx) + θ(gz − εz)
ω0 cosψ + (gy − εy) + φ(gz − εz)

ω0 (φ cosψ − θ sinψ) + (gz − εz) + φ(gy − εy)
0
0
0

+www (16)

yyyk =


arctan

(
−(S0y − ψS0x + φS0z)

(S0x + ψS0y − θS0z) cos 60◦ + (S0z − φS0y − θS0z) cos 150◦

)
24◦ + arctan

(
S0x + ψS0y − θS0z

S0z − φS0y − θS0z

)
φ
θ

+ υυυk (17)

Lembrando que, o vetor de estado é composto pelos ângulos de atitude φ, θ, ψ, e pelos bias
dos giros εx, εy, εz; o termo ω0 é a velocidade angular que representa a taxa orbital de navegação
com relação à Terra. Os termos gx, gy e gz são as componentes do vetor de sáıda do giroscópioa;

as matrizes www =
[
wφ wθ wψ wεx wεy wεz

]T
e υυυk =

[
υαψ υαθ υφH υθH

]T
são os

rúıdos de processo e de medida, respectivamente; e os termos S0x, S0y e S0z são as componentes
do vetor solar nos sistema de coordenada orbital [2].

O algoritmo de estimação pelo Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem foi implentado

através do software MatLab sob condições iniciais xxx0 =
[

0,0 0,0 0,0 5,76 4,64 2,68
]T

com matriz de covariância PPP 0 = diag (0, 025; 0, 025; 1, 0; 2, 0; 2, 0; 2, 0); covariância do processo
QQQ0 = diag (0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 01; 0, 01; 0, 005) e de medida RRR0 = diag (0, 6; 0, 6; 0, 06; 0, 06); co-
variância auxiliar P̄PP 0 = diag (0, 025; 0, 025; 1, 0; 2, 0; 2, 0; 2, 0) e multiplicador de Lagrange inicial

λλλ0 =
[

0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
]T

A Figuras 2, 3 e 4, apresentam os ângulos de atitude e bias dos giros estimados usando o
Filtro H∞ Estendido de Primeira e Segunda Ordem e o Filtro Kalman Estendido, usado como
referência [3]. Para os Filtros H∞ Estendido, os parâmetros usados foram γ = 1/3, η = 0, 9 e
ξ = 1, 3; as matrizes LLLk and SSSk são ambas matrizes identidades. Foi observado que durante o
peŕıodo analisado que o Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem alcançou a convergência.
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Figura 2: Ângulo roll e bias do giro ao redor do eixo x estimado pelos Filtros H∞ Estendido de
Primeira e Segunda Ordem e pelo Filtro de Kalman Estendido

Figura 3: Ângulo pitch e bias do giro ao redor do eixo y estimado pelos Filtros H∞ Estendido
de Primeira e Segunda Ordem e pelo Filtro de Kalman Estendido

Figura 4: Ângulo yaw e bias do giro ao redor do eixo z estimado pelos Filtros H∞ Estendido
de Primeira e Segunda Ordem e pelo Filtro de Kalman Estendido
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Pela conduta dos ângulos roll e pitch estimados (Figura 2 e 3 à esquerda, respectivamente)
é observado que o Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem fornece resultados satisfatórios, de
acordo com a referência, mas com grandes desvios padrões. Pela conduta do bias ao redor do
eixo x estimado (Figura 2 à direita) apresenta um pequenos desvio mas consistente com os
resultados da referência. Porém, a conduta do bias ao redor do eixo y estimado (Figura 3 à
direita) apresenta resultados similares ao da referência.

Finalmente, conduta dos ângulos yaw estimados (Figura 4 à esquerda) é observado que o
Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem apresenta resultados similares ao da referência. A
conduta do bias ao redor do eixo z estimado (Figura 4 à direita) apresenta um pequenos desvio
mas novamente consistente a referência.

Nas Figuras 5 e 6 apresentam as covariância dos ângulos de atitude e dos bias dos giros,
respectivamente, pelos Filtros H∞ Estendido e pelo Filtro de Kalman Estendido.

Figura 5: Covariância da Atitude pelos Filtros H∞ Estendido e pelo Filtro de Kalman Estendido

Figura 6: Covariância dos Bias dos Giros pelos Filtros H∞ Estendido e pelo Filtro de Kalman
Estendido

Analisando os resultados, é observado que a covariância da atitude são maiores nos Filtros
H∞ Estendido que no Filtro de Kalman Estendido. Em contra partida, a covariância dos bias
dos giros nos Filtros H∞ Estendido apresentam melhores resultados que no Filtro de Kalman
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Estendido, indo para pequenos valores rapidamente. Assim, para a calibração de giros, o Filtro
H∞ de Segunda Ordem fornece resultados mais relevantes.

4 Conclusões

O objetivo desse estudo foi estimar a atitude do satélite CBERS-2, usando dados reais fornecidos
por sensores que estam à bordo do satélite. Para validar, a atitude foi estimada pelos Filtros
H∞ Estendido de Primeira e Segunda Ordem e pelo Filtro de Kalman Estendido, considerado
com referência.

O uso de dados reais de sensores à bordo, atribui dificuldades como não modelamento de
rúıdos, desalinhamento, sem presupor o erro sistemático pós-lançamento. Portanto, é obser-
vado que a estimação de atitude pelos Filtros H∞ Estendido estam de acordo com resultados
anteriores [3] que fez uso o Filtro de Kalman Estendido para estimação de atitude.

Assim, resguardada pela robustes do método de estimação, notou-se que os resultados são
similares com a referência, porém a covariância dos giros para o Filtro H∞ Estendido de Segunda
Ordem fornece resultados supostamente mais precisos para calibração dos giros.

Finalmente, pode-se concluir que o algoritmo do Filtro H∞ Estendido de Segunda Ordem
converge, fornecendo a solução da cinemática de atitude e dos bias dos giros com precisão
superior quando comparada com o Filtro de Kalman Estendido.
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