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Resumo: O comportamento da regido de estabilidade de sistemas dinamicos sujeitos a va-
riagdo de parametros € estudado neste artigo. O comportamento da regido de estabilidade e de
sua fronteira quando o sistema vai de encontro a uma bifurcacao sela-né do tipo-k, com k > 0
na fronteira da regiao de estabilidade € investigado. Uma caracterizacdo completa da fronteira
da regido de estabilidade na vizinhanca de um valor de bifurcacao sela-né do tipo-k, com k > 0
€ apresentado neste artigo.

1 Introducao

Caracterizagoes dinamicas e topoldgicas da fronteira da regiao de estabilidade de sistemas
dindmicos auténomos nao lineares podem ser encontradas, por exemplo em [4]. As caracte-
rizagoes existentes da fronteira da regiao de estabilidade sao fornecidas sob algumas suposigoes
sobre o campo vetorial, incluindo a hiperbolicidade dos pontos de equilibrio na fronteira da
regiao de estabilidade e condicGes de transversalidade.

Neste artigo, estamos interessados em estudar caracterizagoes da regiao de estabilidade e
de sua fronteira quando o sistema estd sujeito a variacdo de parametros. A anélise do com-
portamento da regiao de estabilidade sob variagbes do parametro (bifurcagoes da regiao de
estabilidade) encontra aplicagdes importantes, por exemplo, na andlise de colapso de tensao de
sistemas elétricos de poténcia [7]. Sob variacao de parametros, bifurcagdes locais podem ocorrer
na fronteira da regiao de estabilidade e a suposicao de hiperbolicidade dos pontos de equilibrio
pode ser violada nos pontos de bifurcacoes. Logo, estudar a caracterizagao da fronteira da regiao
de estabilidade em pontos de bifurcacoes é de fundamental importancia para entender como a
regiao de estabilidade se comporta sob variacao de parametros.

Alguns avangos nesta direcao ja foram obtidos e relatados na literatura. Em [1], por exemplo,
uma completa caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade na presenca de pontos de
equilibrio sela-né do tipo-0 e uma completa caracterizacao de bifurcacoes da regiao de estabili-
dade induzida por bifurcagoes sela-né do tipo-0 foram estudadas. Essas bifurcagoes locais sela-né
do tipo-0 na fronteira da regiao de estabilidade provocam mudancgas drasticas no tamanho da
regiao de estabilidade. Em [2], técnicas para estimar a regido de estabilidade na ocorréncia de
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bifurcagoes sela-né do tipo-0, incluindo estimativas que s@o uniformes com relagao a variagao
dos parametros foram desenvolvidas. Em [3] uma completa caracterizacao da fronteira da regiao
de estabilidade na presenca de pontos de equilibrio sela-né do tipo-k, com k& > 0 foram apre-
sentadas. Em [6], a caracterizagdo da fronteira da regido de estabilidade na presenga de pontos
de equilibrio nao-hiperbdlicos do tipo Hopf foram desenvolvidas como o primeiro passo para
entender o comportamento da regiao de estabilidade na ocorréncia de bifurcacoes locais do tipo
Hopf na fronteira da regiao de estabilidade.

Este artigo é organizado da seguinte maneira. Na Secao 2, uma revisao da caracterizagao da
fronteira da regiao de estabilidade de sistemas dindmicos autonémos nao lineares é apresentada,
incluindo a robustez da caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade sob as condigoes
de hiperbolicidade e transversalidade. A principal contribuicdo deste artigo é apresentada na
Secao 3. Mais precisamente, uma caracterizagao completa da fronteira da regidao de estabilidade
na vizinhanga de um valor de bifurcacao sela-né do tipo-k, com k > 0 é desenvolvida. A Segao
4 ¢é dedicada aos exemplos e a Secao 5 as conlusoes.

2 Caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade

Considere o sistema dinamico autonomo nao linear

i = fz) (1)

onde x € R" e f: R" — R™ é um campo vetorial de classe C" com r > 2. A solugao de (1)
comegando em x no tempo t = 0 é denotada por ¢(t, ).

Um ponto z* € R™ é um ponto de equilibrio de (1) se f(z*) = 0. Um ponto de equilibrio z*
de (1) é hiperbdlico se nenhum autovalor da matriz Jacobiana D, f(z*) tem parte real igual a
zero. Um ponto de equilibrio hiperbdlico z* é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel se
todos os autovalores de D f(z*) tem parte real negativa; caso contrario é um ponto de equilibrio
instavel. Um conjunto S C R™ é um conjunto invariante de (1) se toda trajetéria de (1)
comecando em S permanece em S para todo t € R.

A regiao de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estével xs de (1) é
definida como

A(zs) ={z e R" : ¢(t,x) = x5 quando t — oo}.

A regiao de establidade A(zs) é um conjunto invariante, aberto e difeomorfo ao R™ [4]. O
fecho A(zs) é invariante e a fronteira da regiao de estabilidade OA(xs) é um conjunto fechado
e invariante [4]. Uma caracterizagdo completa da fronteira da regido de estabilidade de uma
ampla classe de sistemas dinamicos foi apresentada em [4]. Considere o sistema nao linear (1)
satisfazendo as seguintes suposigoes:

(A1) Todos os pontos de equilibrios em 0A(zs) sao hiperbdlicos.

(A2) As variedades estéveis e instaveis dos pontos de equilibrio em JA(x) satisfazem a condigao
de transversalidade.

(A3) Toda trajetoria em 0A(xs) se aproxima de um ponto de equilibrio quando ¢ — oc.

As afirmacoes (A1) e (A2) sdo propriedades genéricas de sistemas dindmicos na forma de
(1). Sob as afirmagcoes (Al)-(A3), o teorema a seguir fornece uma caracterizagao completa da
fronteira da regiao de estabilidade do sistema dinamico nao linear (1).

Teorema 2.1 [//(Caracteriza¢cdo da fronteira da regido de estabilidade) Seja x5 um
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (1) e A(xs) sua regido de estabilidade. Se as
afirmagoes (A1)-(A8) sao satisfeitas, entdo:

amm:Ume

onde z*, i = 1,2, ... sGo os pontos de equilibrio em OA(xs).
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Neste artigo, estamos interessados em estudar o comportamento da fronteira da regiao de
estabilidade da seguinte classe de sistemas dinamicos

i o= f@N=h) (2)

com z € R?, f:R®” x R — R"” de classe C", com r > 2, dependendo de um pardmetro A € R.
Dado um ponto de equilibrio hiperbdlico z), do sistema (2) para A = \., o Teorema da
Funcao Implicita garante que um tnico ponto de equilibrio hiperbdlico x do sistema pertur-
bado (2) continua existindo, em uma vizinhanga de x),, para todo A préximo a A,. Em outras
palavras, um ponto de equilibrio hiperbdlico persiste sob pequenas variagoes do parametro .
Além disso, usando a continuidade dos autovalores com relagdo aos paradmetros, podemos afir-
mar também que o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio perturbado z) é o mesmo do
ponto de equilibrio z),. Consequentemente, faz sentido estudar o comportamento da regiao
de estabilidade perturbada A)(z3). O préximo teorema estuda a persisténcia dos pontos de
equilibrio hiperbdlicos na fronteira da regiao de estabilidade sob as afirmagoes (A1)-(A3).

Teorema 2.2 [5/(Persisténcia dos pontos de equilibrio hiperbdlicos na fronteira da
regido de estabilidade) Seja x3. um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente estdvel
de (2), para X = X\* e Ax-(x3.) sua regido de estabilidade. Se as afirmagoes (A1)-(A83) sdo
satisfeitas para todo \ proximo a X\* e a:f\*, i =1,2,... sao os pontos de equilibrio em OAx«(x3.),
entdo existe € > 0 tal que, para todo X\ € (\* — €, \* +€), os pontos de equilibrio perturbados x,
i=1,2,... estao também na fronteira da regiao de estabilidade de x5, e

U W3 (@) € 9AN(3).

Em [1], foi apresentado uma caracterizagao da fronteira da regido de estabilidade sob a
variagao de pardmetros para um caso particular de violagao da afirmagao (A1), isto é, quando
um ponto de equilibrio sela-né do tipo-0 estd na fronteira da regiao de estabilidade. Neste
artigo, estudamos uma caracterizacao da fronteira da regidao de estabilidade sob a variacao de
parametros quando pontos de equilibrio sela-né do tipo-k, com k > 0 esta na fronteira da regiao
de estabilidade.

3 Caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade na vizi-
nhanca de um valor de bifurcacao sela-n6 do tipo-k

Nesta secao, uma caracterizagdo da fronteira da regidao de estabilidade na vizinhanca de um
valor de bifurcagao sela-né do tipo-k, com k > 0 é apresentada. Comecamos a se¢cdo com alguns
conceitos da teoria de bifurcacao sela-no.

Definicao 3.1 [8/(Ponto de equilibrio sela-né) Um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico xy, €
R™ de (2), para um pardametro firo A = Ao, é chamado um ponto de equilibrio sela-nd e (zx,, o)
um ponto de bifurcacdo sela-no se as sequintes afirmacoes sao satisfeitas:

(C1) Dy fr,(xx,) tem um unico autovalor simples igual a 0 com v um autovetor & direita e w a
esquerda.

(C2) w(Dxf(xxg, Ao)) # 0.

(C5) w(D2 g () (0, 0)) £ 0.

Um ponto de equilibrio sela-n6 ou um ponto de bifurcacao sela-né podem ser classificados
em tipos de acordo com o numero de autovalores de D fy,(x),) com parte real positiva.

Definicao 3.2 (Tipo de bifurcacao sela-né) Um ponto de equilibrio sela-né xy, de (2), para
um parametro A = Ao, € chamado um ponto de equilibrio sela-nd do tipo-k e (xx,, Ao) um ponto
de bifurcacao sela-nd do tipo-k se Dy fx,(z,) tem k autovalores com parte real positiva e n—k—1
com parte real negativa.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0168 010168-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0168

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

O teorema a seguir descreve o comportamento dinamico do sistema (2) préximo a um ponto
de bifurcagao sela-né do tipo-k, com k > 0, sua demonstragdo pode ser encontrada em [8].

Teorema 3.1 [8] Seja (xx,, Ao) um ponto de bifurcacdo sela-nd do tipo-k, com k > 0 de (2).
Entao existe uma vizinhanca U de xy, e 6 > 0 tal que, dependendo dos sinais das expressoes
em (C2) e (C3), ndo existe ponto de equilibrio em U quando X\ € (Mg — 8, X\g)[A € (Ao, Ao + 9)]
e existem dois pontos de equilibrio em U para cada X € (Ao, Ao + 9)[N € (Ao — 9, Ao)]. Os dois
pontos de equilibrio em U sao hiperbdlicos do tipo-k e tipo-(k+ 1), respectivamente. Além disso,
a variedade estdvel do ponto de equilibrio hiperbolico tipo-k intercepta a variedade instdvel do
ponto de equilibrio hiperbdlico tipo-(k + 1) ao longo de uma variedade unidimensional.

Sejam z3 um ponto de equilfbrio assintoticamente estdvel de (2) e Ay, (z5,) sua regiao de
estabilidade para um pardmetro fixo A = Ag. Considere as seguintes afirmagdes:
(A1) Todos os pontos de equilibrio em dAy,(x3,) sdo hiperbdlicos ou pontos de equilibrio sela-
no.
(A2') As seguintes condigoes de transversalidade sao satisfeitas:

(i) As variedades estdveis e instaveis dos pontos de equilibrio em 9A4),(zf ) satisfazem a
condicao de transversalidade.

(ii) As variedades instdveis dos pontos de equilibrio e a componente estdvel da variedade
centro-estavel dos pontos de equilibrio do tipo-k, com 1 < k < n — 2, na 0A4,, (:Bf'\o)
satisfazem a condicao de transversalidade.

(iii) As variedades instaveis dos pontos de equilibrio e a componente estével da variedade central
dos pontos de equilibrio sela-né do tipo-(n — 1) em 94, (3 ) satisfazem a condigao de
transversalidade.

(iv) As variedades estaveis dos pontos de equilibrio e a componente instdvel da variedade
central dos pontos de equilibrio sela-né do tipo-0 em 0A), (asjo) satisfazem a condicao de
transversalidade.

(v) A componente estavel das variedades centro-estaveis dos pontos de equilibrio sela-né do
tipo-k, com 1 < k < n—2, e a componente instavel da variedade centro-estdavel dos pontos
de equilibrio sela-né do tipo-0 em 0A), (:Uf\o) satisfazem a condicao de transversalidade.

(vi) A componente estavel das variedades centrais dos pontos de equilibrio sela-né do tipo-
(n — 1) e a componente instdvel da variedade cental dos pontos de equilibrio sela-né do
tipo-0 em 0A,,(z3,) satisfazem a condigao de transversalidade.

As afirmacdes (A1) e (A2') sdo mais fracas que (A1) e (A2) respectivamente. Afirmacao
(All) permite a presenca de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos sela-né na fronteira da regiao
de estabilidade.

O teorema a seguir estuda o comportamento da fronteira da regiao de estabilidade na vizi-
nhanca de um ponto de equilibrio sela-né do tipo-k, com k& > 0.

Teorema 3.2 (Comportamento da fronteira da regigo de estabilidade na vizinhanca
de um ponto de equilibrio sela-né do tipo-1): Sejam x3, um ponto de equilibrio hiperbdlico
assintoticamente estdvel de (2) e Ay (z3,) sua regido de estabilidade para A\ = Xo. Se as
afirmagoes (A1), (A2) e (A3) sdo satisfeitas em um intervalo aberto contendo X\g, exceto no
valor de bifurcagio sela-nd do tipo-k Xo, com k >0, onde as afirmagies (A1'), (A2) e (A3) sdo
satisfeitas e que as variedades instaveis de todos os pontos de equilibrio sela-né do tipo-r, com
r > 1 na fronteira da regido de estabilidade 0A), (xjo), tem interse¢do ndo-vazia com o fecho
da regido de estabilidade Ay,(z3,), entdo:
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(1) Se (zxy,Ao) € um ponto de bifurcagao sela-nd do tipo-0, com xy, pertencendo @ fronteira da
regiao de estabilidade 0Ay,(z5), entao existe B > 0 tal que para todo A € (Ao — B, Ao)
tem-se que

Yro & 0AN(23) e yu € DAN(23)

onde yyo e yy1 sao 0s pontos de equilibrio hiperbdlicos originados da bifurcacao sela-no do
tipo-0.

(ii) Se (., Ao) € um ponto de bifurcagio sela-nd do tipo-r, com r > 1, com x, pertencendo
a fronteira da regidgo de estabilidade ((9A)\O(x§0), entdo existe f > 0 tal que para todo
A€ (XN — B, o) tem-se que

yar € 0AN(23) € yar+1 € 0AN(23)

onde yxr € Yyi+1) sG0 0s pontos de equilibrio hiperbdlicos instdveis originados da bifurcacao
sela-no do tipo-r, com r > 1.

Demonstragao: (i) Esse item foi demonstrado em [1]. (i) Como z), € 9Ay,(z3,),
W3 (22,) N Axg(23,) # 0 e as suposigdes (A1'), (A2) e (A3) sdo satisfeitas para A = g, po-
demos afirmar que W}l (z,) N A (23,) # 0. Além disso, esta intersegio é transversal. Por
outro lado, como Ay, (z3,) = W5 (23), temos que WY (xx,) N W3 (23 ) # 0. Exlorando o fato
que Wi (yxr) e Wi(x3) dependem continuamente de A podemos afirmar que existe § > 0 tal
que Wi (yxr) N W(z3) # 0 para todo A € (Ao — 5, Ao), ou seja, Wi (yar) N Ax(z5) # 0 para
todo A € (Ao — B,Ag). Portanto, o Teorema 3-7 provado em [4] garante que yyr € 0A)(23)
para todo A € (A9 — 3,Ag). Mostraremos agora que yyr+1 € 9Ax(x3). Pelo Teorema 3.1 a
variedade estavel do ponto de equilibrio hiperbdlico tipo-r intercepta a variedade instavel do
ponto de equilibrio hiperbdlico tipo-(r + 1) ao longo de uma variedade unidimensional, ou seja,
Wi(yar) N Wi (yar+1) # 0. Como yyr € 0Ax(23) para todo A € (Ao — 8, Ao), novamente o
Teorema 3-7 provado em [4] garante que W (yar) C 0Ax(23), logo Wi (yar+1) N OAN(23) # 0,
isto é, yyr+1 € OA)(23) para todo A € (Mg — 3, Ag) e o teorema estd provado.

O Teorema 3.2 afirma que, na ocorréncia de uma bifurcagao sela-né do tipo-r, com r > 1 na
fronteira da regiao de estabilidade, necessariamente os dois pontos de equilibrio hiperbdlicos que
coalescem e desaparecem na bifurcacao sela-né pertencem a fronteira da regiao de estabilidade.
Caso contrério, a suposicao genérica de transversalidade seria violada.

O corolario a seguir oferece uma caracterizacao completa da fronteira da regiao de estabili-
dade na vizinhanca de um valor de bifurcacao sela-n6 do tipo-k, com k& > 0.

Corolério 3.1 (Caracterizacao da fronteira da regidgo de estabilidade na vizinhanca
de um pardametro de bifurcacao sela-né do tipo zero): Sejam z3, um ponto de equilibrio
hiperbdlico assintoticamente estdvel de (2) e Ax,(z3,) sua regido de estabilidade para A = Ao.
Se as afirmagoes (A1), (A2) e (A3) sdo satisfeitas em um intervalo aberto contendo X, exceto
no wvalor de bifrucacdo sela-nd do tipo-k Ao, com k > 0 onde as afirmagies (A1), (A2') e (A3)
sao satisfeitas e que as variedades instdveis de todos os pontos de equilibrio sela-nd do tipo-r,
com r > 1 na fronteira da regiao de estabilidade OAy, (x5 ), tem intersecdo nao-vazia com o
fecho da regigo de estabilidade Ay,(z3), entdo:

(i) Para A = Xy temos

Uws, i) W3R @) U WS (23) U WK, (68) € 04y, (23,)
i j l m

onde wg\o sao os pontos de equilibrio hiperbdlicos em 0Aj, (xio), pﬁ\o s@o os pontos de equilibrio

sela-no do tipo-0, zg\o sao os pontos de equilibrio sela-nd do tipo-k, com 1 <k <n—2 e gy, sao
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0s pontos de equilibrio sela-nd do tipo-(n — 1) em Ay, (23 ), i,7,1,m =1,2,....
(79) Ewiste € > 0 tal que, para todo A € (Ao — €, Ao),

W3 ) | JWs @) W3 @ein) € 0AN(=3)
i J J

onde wﬁ\ sdo os pontos de equilibrio hiperbolicos perturbados em 0Ax(x3), yik e yikﬂ 80 08
pontos de equilibrio hiperbdlicos instdveis originados da bifurca¢do sela-né do tipo-k, com k > 0,
que também pertencem a 0A(x3), 4,5,=1,2,....

(ii1) Existe € > 0 tal que, para todo \ € (Ao, Ao + €),

UW3wh) € 045(@3)
i
onde wg\ s@o os pontos de equilibrio hiperbdlicos perturbados em 0Ax(x3), i =1,2,....

4 Exemplos
Considere o sistema de equagoes diferencias

&t = 1—Asen(x) —2sen(z —y)
g = 1—3sen(y) — 2sen(y — x) (3)

onde (7;y;2) €ER3 e A € R.

O sistema (3) possui, para A\g = 2,84, um ponto de equilibrio hiperbdlico assintoticamente
estdvel 23 = (0,35;0,34;0) e um ponto de equilibrio sela-né do tipo-1 xy, = (1,42;3,39;0). O
ponto de equilibrio sela-né do tipo-1 pertence a fronteira da regiao de estabilidade 0y, (0, 35; 0, 34;0),
ver Figura 1. Para A = 2,87, o sistema (3) possui um ponto de equilibrio hiperbdlico assinto-
ticamente estdvel z3 = (0,33;32;0), yx1 = (1,14;3,34;0) um ponto de equilibrio hiperbdlico
instavel do tipo-1 e yy2 = (1,48;3,43;0) um ponto de equilibrio hiperbdlico instavel do tipo-2.
Os pontos de equilibrio yy1 e y,2 sdo originados do ponto de equilibrio sela-né do tipo-1 em uma
bifurcagao sela-né do tipo-1. Além disso, yy1 € 9Ax(0,33;32;0) e yy2 € 9Ax(0,33;32;0), de
acordo com o Teorema 3.2, vide Figura 2.

fronteiradaregiéodeestabkidad _oros et ipatdlosiear

|

e

2

n 5

brioassitoficamente estdve

Figura 1: A superficie em vermelho é a fronteira regido de estabilidade do ponto de equilibrio as-
sintGticamente estdvel 3 = (0,35;0,34;0) do sistema (2) para A = Ao = 2,84. O ponto de equilibrio
sela-né do tipo-1 2y, = (1,42;3,39;0) pertence & fronteira da regido de estabilidade 9y, (0, 35;0, 34;0).

5 Conclusao

Neste trabalho, estudamos o comportamento da regiao de estabilidade de sistemas dinamicos
autonomos nao-lineares sob a variacao de parametros. Em particular, estudamos uma caracte-
rizacao da fronteira regiao de estabilidade na presenca de pontos de equilibrio sela-né do tipo-k,
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Figura 2: A superficie em vermelho é a fronteira regido de estabilidade do ponto de equilibrio as-
sintGticamente estavel 2§ = (0, 33;32;0) do sistema (2) para A = 2,87. Os pontos de equilibrio instaveis
yat = (1,14;3,34;0) e yy2 = (1,48;3,43;0) originados da bifurcagdo sela-né do tipo-1 pertencem &
fronteira da regiao de estabilidade 9y (0, 33;32;0).

com k > 0 na fronteira da regiao de estabilidade. Trabalho futuros nesta area incluem a andlise
de outros tipos de bifurcacao na fronteira da regiao de estabilidade, tais como bifurcacoes de
Hopf. Aplicagoes promissoras desses resultados incluem a andlise de estabilidade de sistemas
elétricos de poténcia e a teoria de redes neurais artificiais.
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