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Resumo: A resposta de polarização induzida sobre um meio com camadas cilíndricas foi obtida.O modelo fractal 
para resistividade complexa foi empregado como propriedade intrínseca das camadas polarizáveis. A influência do 
parâmetro fractal do modelo na resposta foi investigado. Os resultados mostraram que o parâmetro fractal domina a 
resposta de fase da resistividade aparente; medidas de dados de polarização induzida permitem a determinação das 
propriedades fractais do meio sem que os efeitos de acoplamento eletromagnético sejam perceptíveis para freqüên-
cias inferiores a 10

4
 Hz. 

 
I. INTRODUÇÃO 

 
O fenômeno de polarização induzida (IP) tem origem eletroquímica e geralmente é associado a ambientes geo-

lógicos e biológicos [5],[6]e [7]. Como conseqüência desse fenômeno, os valores de resistividade elétrica são com-
plexos e dependentes da freqüência. 

O método de polarização induzida (IP) em geofísica utiliza a dependência de freqüência dos parâmetros consti-
tutivos das rochas (condutividade e permissividade) para realizar atividades de prospecção. Originalmente, o méto-
do era aplicado para a prospecção de minérios disseminados. Essa técnica gradualmente evoluiu, sendo atualmente 
empregado em discriminação mineral [3] e estudos ambientais [1] e [2]. 

A interpretação quantitativa de dados de polarização induzida de campo é uma tarefa difícil devido a natureza 
fractal de meios geológicos e ao acoplamento indutivo causado pela interação eletromagnética entre o meio e o 
arranjo de eletrodos utilizados para a injeção de corrente e medida de potencial. Para a realização de tal interpreta-
ção é necessário um modelo físico para explicar o comportamento de um ambiente polarizável em uma ampla faixa 
de freqüência. 

Rocha [4] desenvolveu um modelo que considera os efeitos fractais das superfícies porosas e inclui a resposta 
em volume das rochas. A introdução do fator de rugosidade permite a investigação da textura da rocha a qual é 
muito importante na tentativa de descrever o comportamento elétricas das rochas. 

Rocha & Habshy [7] empregaram o modelo fractal para resistividade complexa de [4] como propriedade elétrica 
intrínseca de um meio com camadas horizontais e analisaram a resposta de polarização induzida. Foi verificado que 
o parâmetro fractal do modelo domina a resposta em fase da resistividade aparente; o efeito do acoplamento ele-
tromagnético não é perceptível para freqüências inferiores a 104 Hz. 

Neste trabalho, o modelo fractal para resistividade complexa de [4] é empregado como propriedade elétrica in-
trínseca de um meio com camadas cilíndricas (poço, zona invadida e formação) para que a influência do parâmetro 
fractal do modelo na resposta de polarização induzida seja analisada para esta geometria geológica. Este parâmetro 
do modelo representa a geometria fractal do meio a qual pode ser relacionada com a textura das rochas. 
 
II. O MODELO FRACTAL 

Representando a dependência temporal do campo elétrico como eiωt, a expressão proposta por [3] para resistivi-
dade complexa ρ(ω) é: 
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onde ρo é a resistividade DC do material m é a cargueabilidade definida por [8]; δr é o parâmetro que relaciona a 
resistividade dos grãos condutivos que bloqueiam os poros do meio geológico ao valor da resistividade DC da ma-
triz rochosa;γh = 1/(1+iωτo); u = iωτ (1+v); v = (iωτf)

-η; τ é a constante de tempo de relaxação relacionada às oscila-
ções da dupla camada; τo é a constante de tempo de relaxação associada ao material como um todo; τf é o tempo de 
relaxação fractal e está relacionado ao tempo envolvido na transferência de carga e energia nas interfaces rugosas e; 
η é o parâmetro diretamente relacionado a geometria fractal do meio e é determinado pelo tipo e distribuição do 
mineral que provoca a polarização em baixa freqüência. 

Alguns valores típicos dos parâmetros do modelo fractal para resistividade complexa, citados por [4], são: ρo = 
10

2
 Ω.m; m=0,5; δr = 1; η = 0,5; τ = 10

-6
 s; τf = 10

-3
 s e; τo = 10

-12
 s. 

 
III. RESPOSTA DE POLARIZAÇÃO INDUZIDA SOBRE UM MEIO ESTRATIFICADO CILÍNDRICO 
 

Normalmente, são usadas configurações de quatro eletrodos para medir a resistividade complexa de um meio 
geológico. Uma corrente elétrica é introduzida no meio através de um par de eletrodos (A e B) e a voltagem é me-
dida no outro par de eletrodo (M e N). A Fig. 1 ilustra uma configuração de quatro eletrodos usada neste trabalho  
para a determinação da resistividade aparente sobre um meio com camadas cilíndricas. 
 

 
Fig. 1. Ilustração de um arranjo de quatro eletrodos em meio estratificado cilíndrico. 
 

Para calcular o potencial medido pelo par de eletrodo receptor, deve-se resolver o problema eletromagnético pa-
ra uma configuração de quatro eletrodos. Partindo das equações de Maxwell e assumindo uma dependência tempo-
ral do tipo e-iωt 
 

HiE ωµ=×∇                                                                                    (2) 

SJEEiH ++−=×∇ σωε                                                                        (3) 
 
onde SJ  é a densidade de corrente devido a fonte; ε é a constante dielétrica efetiva e; µ é permeabilidade do meio e 
é aproximada pela permeabilidade do vácuo. Combinando a condutividade (σ) e o fator de deslocamento (iωε), a 
densidade de corrente pode ser escrita como 
 

EJ *σ=                                                                                      (4) 
 

e (3) pode ser escrita como 
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 SJJH +=×∇                                                                                 (5) 

 
Aplicando o operador divergência em (2) e (5), obtém-se 
 

0H =⋅∇                                                                                         (6) 

SJ⋅−∇=⋅∇ J                                                                                      (7) 
 
onde o lado esquerdo de (7) é devido ao acúmulo de cargas causada pela corrente injetada. Observando (6), pode-se 
colocar as equações de Maxwell em termos de um vetor potencial A e o potencial escalar φ  
 

AH ×∇=                                                                                            (8) 
 E φωµ ∇−= Ai o                                                                                     (9) 

observando (4), (5), (8) e (9), e considerando a condição 
 

 *A φσ−=⋅∇                                                                                      (10) 
 
onde ωεσσ i−=*  é a condutividade complexa. Obtém-se as equações da onda abaixo  
 

SJAkA −=+∇ 22                                                                                  (11) 

SJk ⋅∇=+∇
*

122

σ
φφ                                                                               (12) 

 
com *2 ωµσik = . Especificando a densidade de corrente, em coordenadas cilíndricas, com  
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onde u é a função de Heaviside, I é a intensidade de corrente, z1 e z2 são as posições dos eletrodos de corrente (A e 
B) e ez é o vetor unitário na direção z. 
 Considerando (8), (9) e (10) e o fato do vetor potencial ser da forma (0,0,Az), tem-se 
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 Seja A1z a solução de (11) no interior do poço, então 
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válida para r ≤ a, onde a é o raio do poço. Se A2z é a solução de (11) na zona invadida, então 
 

02
2

22
2 =+∇ zz AkA                                                                                (17) 

 
válida para bra ≤≤ , onde b é o raio da zona invadida. Da mesma forma, para a formação, com solução A3z, tem-se 
 

03
2

33
2 =+∇ zz AkA                                                                                 (18) 
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para r ≥ b. As componentes tangenciais de E  e H são contínuas nas interfaces, desta forma, através de (14) e (15) 
obtém-se as condições de contorno para resolver (16), (17) e (18). De posse de A1z, por (14), determina-se E1z,e, 
calcula-se o potencial entre os eletrodos M e N integrando este campo elétrico. Assim, 
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onde, zij são as distâncias entre os eletrodos; I0 e K0 sã funções de Bessel modificadas de ordem zero de primeira e 

segunda espécies, respectivamente; 2
1

2
1 kkk

zr
−= . 

 B(kz) é uma função dada por 
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 Resultado semelhante foi encontrado por [9] no estudo do efeito de anisotropia em medidas de resistividade em 
poço e por [10] no estudo de um modelo dinâmico para dados de resistividade e polarização induzida em poço. 
 
IV. RESULTADOS 
 
 Usando  (19), obteve-se a resposta de polarização induzida de duas situações geológicas: 1) meio com duas ca-
madas cilíndricas(poço e a formação); 2) meio com três camadas cilíndricas (poço , zona invadida e formação). A 
resistividade da lama (poço), para as duas geometrias, foi de 1 Ω.m com o efeito de polarização sendo desprezado. 
As distâncias entre os eletrodos, em metro, foram de 0.41, 6.1, 20.9 e 26.59 para AM, NA, BN e BM, respectiva-
mente. O valor assumido para o raio do poço foi de 10 cm. Os valores 0.25, 0.5 e 0.75 foram considerados para o 
expoente fractal η. Os outros parâmetros do modelo assumem os valores típicos citados por [4]. 

A Fig. 2 mostra a resposta IP para meio com duas camadas cilíndricas. Observa-se que o modelo fractal pode 
ser usado em uma ampla faixa de freqüência em um meio de camadas cilíndricas. Como no caso de camadas hori-
zontais [4], o parâmetro fractal η domina a resposta de fase da resistividade aparente principalmente em baixa fre-
qüência. Essa característica é muito importante, pois nas baixa freqüência os parâmetros possuem informações 
sobre a rugosidade dos poros das rochas. Desta forma, torna-se possível investigar as propriedades de transporte do 
meio geológico. 

Para a resposta de polarização induzida em um meio com três camadas cilíndricas (lama, zona invadida e for-
mação), foram consideradas três profundidades para a zona invadida: um, dois e cinco vezes o raio do poço. A re-
sistividade DC da zona invadida foi igual a 10 Ω.m. As Figs. 3, 4 e 5 mostram os resultados. 
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Fig. 2. Amplitude e fase da resistividade aparente em um poço com lama e formação . A formação é polarizável, 

com as propriedades elétricas intrínsecas dada pelo modelo fractal.. 
 

 
Fig. 3. Amplitude e fase da resistividade aparente em um poço com lama, zona invadida e formação. A zona inva-

dida e a formação são polarizáveis com as propriedades elétricas intrínsecas dadas pelo modelo fractal. O raio 
da zona invadida é o mesmo do poço 

Como era de se esperar, a amplitude da resistividade aparente foi afetada com a variação do raio da zona invadi-
da. Entretanto, a resposta de fase pouco foi afetada. Este resultado é semelhante ao encontrado para camadas hori-
zontais [7], o que mostra a natureza fractal da resistividade complexa. Ou seja, a variação da escala de medidas não 
modificou a resposta de fase do meio. 
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Fig. 4. Amplitude e fase da resistividade aparente em um poço com lama, zona invadida e formação. A zona inva-

dida e a formação são polarizáveis com as propriedades elétricas intrínsecas dadas pelo modelo fractal. A pro-
fundidade da zona invadida é duas vezes o raio do poço. 

 
Como o expoente fractal η, que domina a resposta de fase, não depende das propriedades elétricas dos fluidos 

preenchendo os espaços vazios das rochas, dependendo apenas da composição mineralógica destas, a influência da 
zona invadida foi atenuada na resposta. 
 
V. CONCLUSÕES 
 O modelo fractal para resistividade complexa foi aplicado como propriedade elétrica intrínseca de um meio 
polarizável com camadas cilíndricas onde foi investigada a influência do parâmetro fractal (η) do modelo na res-
posta de polarização induzida. Os resultados mostraram que, como no caso de um ambiente com camadas horizon-
tais, o expoente fractal domina a resposta de fase da resistividade aparente complexa do meio em baixa freqüência. 
Como em baixas freqüência os parâmetros de polarização induzida carregam informações sobre a rugosidade dos 
poros rochosos, este resultado é torna-se importante na interpretação de dados petrofísicos. Além disso, como o 
expoente fractal depende apenas da composição mineralógica e da geometria fractal do meio, os efeitos da zona 
invadida na resposta de fase foram atenuados. Adicionalmente, é possível determinar, a partir de dados de polariza-
ção induzida, as características do meio sem que os efeitos de acoplamento eletromagnético sejam perceptíveis para 
freqüências inferiores a 10

4
 Hz. 
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Fig. 5. Amplitude e fase da resistividade aparente em um poço com lama, zona invadida e formação. A zona inva-

dida e a formação são polarizáveis com as propriedades elétricas intrínsecas dadas pelo modelo fractal. A pro-
fundidade da zona invadida é cinco vezes o raio do poço. 
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