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Resumo: A derivada topolégica mede a sensibilidade de um dado funcional de forma quando
uma perturbagdo singular (furo, inclusdo, termo-fonte, etc) infinitesimal é introduzida em um
ponto arbitrdrio do dominio de definicio do problema. Esta derivada tem sido aplicada com
sucesso no contexto de otimizacao topoldgica, problemas inversos, processamento de imagens,
modelagem constitutiva multi-escala, mecanica da fratura e modelagem de evolucdo de dano.
Neste trabalho a derivada topoldgica da energia potencial total associada ao problema de flexdo
de placas de Reissner-Mindlin € obtida. O modelo matemdtico associado a placas de Reissner-
Mindlin € escrito na forma de um sistema de equagdes diferenciais totalmente acoplado, o que
representa a maior dificuldade deste trabalho. De fato, a derivada topolégica tem sido apresen-
tada apenas de forma abstrata para essa classe de problemas. Sendo assim, sao apresentados
argumentos sobre a existéncia da derivada topoldgica associada ao modelo em andlise, bem como
sua forma fechada considerando como perturbagao topolégica a nucle¢ao de uma inclusao circu-
lar. Finalmente, € apresentada uma justificativa matemdtica completa para as estimativas dos
termos remanescentes da expansao assintotica topoldgica.

Palavras-chave: derivada topoldgica, modelo de Reissner-Mindlin, andlise assintotica

1 Introducao

A derivada topoldgica foi introduzida de maneira rigorosa em [7]. Esta derivada mede a sen-
sibilidade de um dado funcional de forma quando uma perturbagdo singular (furo, inclusao,
termo-fonte, etc) infinitesimal é introduzida em um ponto arbitrario do dominio de definigao do
problema. A derivada topolégica tem sido aplicada com sucesso no contexto de otimizacao to-
poldgica, problemas inversos, processamento de imagens, modelagem constitutiva multi-escala,
mecanica da fratura e modelagem de evolugao de dano. Neste trabalho a derivada topoldgica
da energia potencial total associada ao problema de flexao de placas de Reissner-Mindlin é ob-
tida. Em particular, sao apresentados argumentos sobre a existéncia da derivada topoldgica
para este modelo, juntamente com estimativas precisas para os residuos da expansao assintética
topolégica. Cabe esclarecer que o modelo matematico associado a placas de Reissner-Mindlin é
escrito na forma de um sistema de equacgoes diferenciais totalmente acoplado, o que representa a
maior dificuldade deste trabalho. De fato, a derivada topoldgica tem sido apresentada apenas de
forma abstrata para essa classe de problemas [2]. Sendo assim, a derivada topoldgica associada
ao modelo em andlise, considerando como perturbagao topolégica a nuclegao de uma inclusao cir-
cular, é obtida em sua forma fechada. Como o modelo de flexao de placas de Reissner-Mindlin
considera os efeitos de cisalhamento, acredita-se que essa derivada pode ser 1util para varias
aplicacOes praticas, permitindo contornar algumas dificuldades numéricas associadas ao modelo
de placa de Kirchhoff apresentado em [4, 1], por exemplo.

Para introduzir essas ideias, considera-se um dominio aberto e limitado Q C R? sujeito
a uma perturbagao singular confinada numa pequena regiao w.(Z) = T + ew de tamanho ¢ e
centro em Z. Seja uma funcio caracteristica associada ao dominio néo perturbado, 2, dada por
x = 1g. Por outro lado, é definida uma funcao constante por partes associada ao problema
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topologicamente perturbado como x.(7) = 1q — (1 — 7)1, (z), onde v é o contraste. Seja ainda
um funcional de forma dado por ¥ (x:(Z)) associado ao problema topologicamente perturbado
que admite a seguinte expansao assintotica topologica:

P(xe()) = v(x) + f(e)T (@) +o(f(e)) , (1)

onde 9 (x) ¢ o funcional de forma associado ao dominio original (ndo perturbado), f(¢) é uma
fungao positiva tal que f(¢) — 0, quando ¢ — 07. A funcao z — T(Z) é chamada de derivada
topoldgica de 1 no ponto T, que pode ser vista como uma correcao de primeira ordem sobre

¥ (x) para aproximar ¥ (x:()).

2 Modelo de placa semi-espessa

Serd considerado as hipéteses Cinematicas do problema de flexdo de placa de Reissner-Mindlin
[3, 6], onde o dominio da placa bidimensional é dado por Q C R?, com espessura h > 0 constante,
por simplicidade. Serd considerado que a placa é submetida a flexao e efeitos de cisalhamento sob
as seguintes premissas cinematica: as fibras normais ao plano médio da placa permanecem retas
durante o processo de deformacdo, mas nao necessariamente perpendicular ao plano médio, e
ainda, estas fibras nao sofrem variagoes no seu comprimento. Consequentemente, as deformagoes
da cortante transversal nao sao despreziveis e as deformagoes normais sao nulos. O funcional de
forma associado ao problema néao perturbado serd definido como:

1

000 i= IO w) =5 [ (MO V0 +Qw)- 0 -Vu))~ [ mos [ qw, @
2 Jo T, Tn,

onde M(#) = CV*6 é o momento fletor Q(0, w) = K (6 —Vw) é o esforco cisalhante. Os tensores

constitutivos C e K sao considerados isotrépicos e homogéneos, sendo dados por:

En? kEh

T (3)

onde E é o médulo Young, v o coeficiente de Poisson, k = 5/6 o fator de correcao do cisalhamento
e h a espessura da placa. E ainda, I e I sao os tensores identidade de segunda e quarta ordem,
respectivamente. Sendo assim a rotag@ao 6 e o deslocamento transversal w s@o solugoes do
seguinte problema variacional acoplado: Encontrar o campo (6, w) € U de tal modo que:

/ m- g
T,

/Q Q.w) Vi = [ an

I'n

/Q (M(8) - Vo + Q6 w) - mp)

w

No problema variacional (4), U é o conjunto das funcoes admissiveis e V é o espago das variagoes
admissiveis, e sao dados por:

U::{(cpg,gow),gpg € HI(Q) € puw € HI(Q) : (’Dw‘FDw =w, @G‘FDG :5} ) (5)
V::{(909790w)7909 € Hl(Q) € uw € Hl(Q) : Sow}FDw = 0, 809{1"D9 = 0} ’ (6)

na qual serd adotada a notacdo H'(Q) = H'(Q2) x H'(Q). E ainda, § e w sdo as condicoes de
contorno de Dirichlet e 1 e § sdo as condicoes de contorno de Neumann. Para que o problema
esteja bem posto deve-se destacar que I'p, NTy, =0 e I'p, "'y, = (0, onde a medida de I'p,
e I'p, sao diferentes de zero. A fim de garantir a existéncia e a unicidade da solucao de (4) é
necessério satisfazer I'p, NT'p, # () ou a curvatura de I'p, diferente de zero, ou seja, que sua
normal nao seja constante.

A energia potencial total associada ao problema perturbado pode ser escrito como:
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P(xe(@)) 1= T (0, we) = 1/9%5 (M(8,) - V0. + Q(0-, w,) - (6 — Vw,))

2
—/ m-05+/ qu. , (7)
Tn, T'ny

onde o parametro 7,, € definido como 7, = {lsex € Q\ @ ou vy se z € w.}. O dominio 2
sera perturbado pela nuclea¢do de uma pequena bola circular w.(Z) = B:(Z), onde € é o raio e
Z € Q é o centro. Também seré considerado o pardmetro 0 < 7y < oo representando o contraste
da propriedade material. As funcoes . e w. do funcional (7) sao solugoes do seguinte problema
variacional: Encontrar o campo (0., w.) € U. de tal forma que

/ Ywe (M(ea) : Vs779 + Q(Hsaws) : 770) = / m- g
¢ N av(nea 77w) € VE ’ (8)

/ ngg(eavwa) Vi = / qNw
Q I'n

w

onde o conjunto U. e o espago V. sao definidos como:
Us:={p = (9, pw) EU: [¢] =0em dw:} e V:i={p = (vg,0w) €V :[r] =0em dw:}, (9)

em que [[cp]]‘awE = <p‘ — go‘ws representa o salto da fungdo ¢ sobre a fronteira Ows.

Q\we

Lema 1. Seja (0., w.) e (0,w) solugées do problema perturbado (8) e original (4), respectiva-
mente. Entao tem-se que:

|6 — 6| <Ce e |w:—w| <Ce, (10)

H1(Q) H(Q) —

onde C' ¢é constante independente do parametro €.

Demonstragao. Tomando a diferenga entre (4) e (8), tem-se:

/Q (e M(82) — M(B)) - Vo1 + (1. Q0 w2) — Q) iy = O

ﬂv(779777w) S Va .
/Q(%JEQ(HE,wg) - Q(0,w))-Vn, = 0

(11)

introduzindo a notacao 0. = 0. — 0 e w. = w. — w, a equacao variacional pode ser escrita como

Yo M(0:) - Vg + 7. Qs W2) g = (L—n) [ M(B) - Vg + Q(0,w) 79
Q _ Be (12)
[ 200 Vi = (=) [ Q6.0)-

Be

onde os termos j:/ YM(O) - Ving +~vQ(0,w) -mg e j:/ v9(0,w) - Vi, , foram somados

€

a (11); e (11),, respectivamente. Agora tomando 19 = 0. e 1, = w. como fungao teste nas
equagoes (12) tem-se as seguintes equagoes:

Yo M(02) - V30, + 7. Q(0-,W.) - 0. = (1—7) | M(8)-V°0. + Q(60,w) - 0.,
. _ pe (13)
/Q o, O, @) - Vit = (1—7) / 06, w) - V. .
B:

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e utilizando a regularidade eliptica de 6 e w tem-se

IN

a Yo M(82) - V20e + 7, Q(0-, W) - 0. < Chrel e

/ %JEQ(gsy wz—:) : v'ws
Q

H1(Be) ’

(14)

IN

CQEle?HHl(BE) .
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Entao, apds de subtrair a segunda desigualdade da primeira, e usando a desigualdade triangular
tem-se:

Ve M2 - VO + 70, Q0 ) - (B = Vi) < Coe (102 ) + 18l i) - (15)
Q
utilizando a coercividade na forma bilinear no lado esquerdo da expressao acima, pode-se escrever

o (012, ) + 1312, ) < [ MO - V0247, QO ) - (0 = Vi), (16)
H1(Q) Q

H1(Q)
Portanto,
Cse (10ellgs gy + 18l 1 ) = @ (N8I, o+ l1I2, ) (17)
o (= _ 2
R (A P (18)
Dada a constante C' = 2C3a~ ! independente do parametro e, tem-se
O

3 Forma explicita da Derivada topolégica

Tomando 7, = w: —w e g = 6. — 6 como funcao teste em (4) e (8) e substituindo nos funcionais
de forma (2) e (7) e temos que a diferenga entre os funcionais é dada por,
. 1—x

P(xe(@) —¥(X) = ——— : (M(0) - V0 + Q(0, w) - (0 — Vwe)) , (20)
onde usou-se a definicdo para o contraste 7,_ . Note que a diferenga acima é dada por uma
integral concentrada na bola B.. Portanto, é necessario conhecer o comportamente das fungoes
0. e w. quando € — 0 na regiao da perturbacao B.. Entao considera-se os seguintes ansatzes
(expansoOes em poténcias de €) para as solugoes 6. e w. do problema variacional (8)

0.(z) = 0(x) + ep(z/e) + 0:(z) e we(z) =w(x)+ez(x/e) + we(x) . (21)

onde as fungdes 6 e w sdo as solugdes para o problema do valor limite ndo perturbado (4),
enquanto que as fungoes ¢ e z sdo as solugdes dos problemas exteriores e 6. e w sao os residuos.
Em particular, a partir de uma alteracao de variaveis na forma x = ey, funcao ¢ e z sao solugoes
dos seguintes problemas de valor de contorno

divy (VwCVj(ﬁ) = 0 €1 ]R,2 , ley (’YWK(VyZ)) = 0 em RQ ,
¢ = 0 vl = oo, 2= 0yl oo,
[¢] = 0 [z] = 0
[LCViln = go sobre Jw , MKV, n = g sobre Jw .

(22)
onde gg = —(1 — YMO@))n e g = (1 — 7)Q(0, w)(Z) - n. O residuo (6., w.) é solugdo do se-
guinte problema contorno. Este é construido de modo a compensar as discrepancias geradas por
¢ e z e pelos termos de ordem superior da expansao em series Taylor de M(0(x)) e Q(0(z), w(z))
em torno do ponto T € €, entao,

( dlv(fyweM(gé‘)) — Ywe ngg@ ’[EE) EVw, Q(Qb, VZ) em Q s
_dlv(fYOJs Q(et'f? ﬁ5)) = 8div(’7ﬁds K(ZS) em Q I
-/~\/l E) = (Cvgs )
Qb:,w:) = K(0: — Vue) ,
0. = —€¢ sobre I'p, ,
We = —€z sobre I'p, , (23)
M(b)n = —eM(d)n sobre Ty, ,
Q(0:,we) - n = —eQ(¢p,z)-n sobre Iy, ,
Vo MO)]n = eq }
el sobre  Owg .
\ [Ve: Q0e, we)] - = ego
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onde g1 = —(1—7)(VM(B)(€,)n)n e g2 = —(1 — 1) (VOB w)(&,)n — K¢) - n, com &, e &, sendo

pontos entre x e T.

Lema 2. Seja (0., @.) solugio de (23). Entio, as sequintes estimativas sdo vdlidas:

10|y + | Ce, (24)

H1(Q) H1(Q) <
onde a constante C'é independente do parametro .

Demonstragdo. Depois de aplicar a desigualdade triangular nas expressoes em (21), obtém-se

0-(0)] 1 0y < 10:(@) = 0(@)] g0 0y + 1D/ (25)

(@)1 < N0e(2) = (@) 0 0 + 2120/ - (26)

Com o Lema 1 é dado as estimativas em (10), entao tem-se
HHE(x)HHl(Q) S CE + €’¢(y)’H1(R2) S 68 ’ (27)
(@)1 0y < O+ el (W) 1 o, < C (28)

onde usou-se o fato que as funcoes ¢(y) e z(y) sado independentes de €, com = = €y e no lado
esquerdo da desigualdade utilizou-se a coercividade. O

Substituindo as estimativas em (21) em (20) obtém-se o seguinte resultado,

BOe(@) 00 = — 2 [ (M(6) - V0 + Q(6,w) - (6 - Vw)) (@)

T +eM(0)(T) - Vg —eQ(0,w)(T) - V2) +E(e) , (29)
onde &(g) = 26: &i(e) = o(€?) como pode ser visto na Secio 4, com:
=

f1(e) = 15 [ (MO)- V0 + Q0.0 - (.~ Vi) (30)
&) =5 [ (MO 70— (M) - T)@) (1)
£e) = —e-5 ! [ (76 (M®) - MO@)) (32)
£4e) =5 [ (@) (0= Tw) — (Q,w) - (0 - Tw)(E)). (33)
£3(e) =~ [ (9= V%) (Q0,w) — Q0 w)@) (34)
) = eyt [ o Q0@ (35)

dada a mudanca de varidvel r = ey e a estimativa £(g) = o(g?), escreve-se (29) como:

WOe(@) = 000 = -5 7 [ (M) 70 + Q6,0) - (6 - Tu))(@)
B

+V0(2) - CV(y) — (0 — Vw)(@) - KV, 2(y) +o(e?) , (36)

As solugoes dos problemas em (22) tém exatamente a mesma estrutura do que os problemas
de Navier e Laplace. Além disso, as solugOes para o caso particular onde a perturbacao é de
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forma circular sdo conhecidas, para maiores detalhes ver o livro de Novotny & Sokotowski [5].
Utilizando o teorema de Eshelby, pode-se escrever para dentro da inclusao, o seguinte:

CV2o(y)

=TM(0)(x) e KV, z(y)

Bi

= TQ(0, w)(Z) (37)

B1

onde T e T sao tensores isotrépicos de quarta e segunda ordem, e sao dados por:

11— —

21+ yae + oy

1—
2191} e T=-"1. (38)
1+~

Agora, substituindo as igualdades dadas por (37) na diferenga (36) tem-se,

P(x=(@)) = ¥(x) = 72 (PM(0(T)) - VO(T) + PQ(0(7), w(®)) - (0(F) — Vw(T))) +0(®) . (39)
Portanto a derivada topolégica T () serd
T(x) =PM(0(x)) - V°0(7) + PQ(0(Z), w(Z)) - (0(%) — Vw(T)), (40)

onde f(¢) = me?. E ainda a matriz de polarizacio dP é associada ao efeito de flexdo enquanto
que P é associada aos efeito cisalhante e sao dadas por

P:_“T”(MT) e P:_“T”(HT) (41)

Finalmente, os coeficientes a; = (1 4+v)/(1 —v) e e = 3+ v)/(1 +v).

4 Estimativas para os termos remanescentes

Nesta secao, serd estimado o residuo £ da expansao assintética (29).
Considerando &;(¢) dado por (30) e a notacao M; = M(0) e Q1 = Q(0,w), entao

f1(e) = 15 [ 0@ £ 20(@) - V0 + Qi) £ Q@) - 0: - V)
< G (IM1(@) = M@)oy, 1V, + 1@y 90 (42)
HIQ1(@) = Q@) 182 — Vil + 1@ @, 1~ Vil )

Para regularidade eliptica das fungoes 0 e w, tem-se ||M;(x) — M1 (Z)|| < @z — 7] e ||Q1(x) —
Q1(2)|| < ¢1||lx — Z||, onde ¢; e ¢ sdo constantes independentes do parametro &, entao
V20| + 1M1 (Z)

&1() < s (lo - 31 (A

L2(B¢) L2(B¢) ||L2(B L2(B¢)

+”x - xHLQ(B )He vw5HL2(B ) + HQl( )||L2(B )He vw5HL2(BE>>

< s (IV0ell oy, + 18 = Vil ) (43)

L2(Be)

onde usou-se o fato que Q1(Z) e M;(Z) sdo tensores uniformes. Utilizando a desigualdade
triangular Juntamente com o Lema 2, finalmente obtemos

&1(8) < G322 (IIV° 0l o g + 10 gy + IV gy )
< e (1101 + 181y ) = 0 - (44)

Sejam os residuos & () e E3(e) dados respectivamente por (31) e (32). Introduzindo as
notagoes ho = M(0)-V*0 e hg = Q(0,w) - (0 — Vw) e ainda considerando a regularidade eliptica
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das fungoes 0 e w, tem-se ||h;(z) — h;i(Z)|| < ¢llz — Z||, com i = 2,3, onde ¢; sdo constantes
independentes de €. Portanto,

-y B .
&) =15 [ @) @) <G [ a3 = o). (45)
Be Be
Introduzindo as notagoes G4 = V*¢, Hy = M(0) em (33) e G5 = ¢ — Vz, Hs = Q(f,w) em
(34), tem-se ||H;(z) — H;(Z)|| < ¢il|r —Z|| para i = 4,5, onde ¢; sdo constantes independentes de
g. Cabe esclarecer que foi utilizada novamente a regularidade eliptica das fungoes 6 e w. Entao

tem-se as seguintes estimativas para os residuos &;(¢), com i = 4, 5,

ie) < <CollGil ., I1Hi(a) —~ H@) < eGlGil, o —7],, =o(c).  (46)
Finalmente, introduzindo a mudancga de varidvel x = €y, o residuo &(e) dado por (35) pode ser
escrito como

ole) =~ 5 [ o) 00.w)(@) = o) (47)

5 Conclusao

Neste trabalho a derivada topoldgica da energia potencial total associada ao problema de flexao
de placa de Reissner-Mindlin foi calculada de forma explicita considerando como perturbagao
topoldgica a nucleacao de inclusoes circulares. Esse modelo é representado por um sistema
de equagoes diferenciais parciais totalmente acoplado. Para contornar a dificuldade oriunda
desse acoplamento, foi introduzido um conjunto de ansétzes apropriado que conduziu a dois
problemas exteriores completamente desacoplados. Como esses problemas admitem solugoes
explicitas, a derivada topoldgica foi obtida em sua forma fechada, o que representa a principal
contribuigdo deste trabalho. Além disso, a existéncia da derivada topoldgica foi provada e as
estimativas para os residuos da expansao assintética topolégica foram obtidas de forma rigorosa.
O resultado obtido pode ser utilizado na otimizagao topolégica de estruturas submetidas a
efeitos de flexdo no plano e cisalhamento transversal, permitindo contornar algumas dificuldades
numéricas associadas ao modelo de flexdo de placas de Kirchhoff relatadas em [4].
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