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Resumo: Este trabalho, por meio da transformacéo de uma equacdo integro-diferencial em
uma equacéo diferencial, apresenta alternativas para a determinacéo da velocidade de queda
acelerada de uma particula esférica num fluido newtoniano incompressivel sob o regime de
Stokes.

Introducéo

Dos trabalhos de Feng e Joseph (1995), Mollinger et al (1999), Ardekani e Rangel
(2006), Soares et al (2012) e Srivastava et al (2013), a modelagem apresentada por Basset
(1888) para a velocidade de queda acelerada de uma particula esférica, inicialmente em repouso,
num fluido newtoniano incompressivel, sob o regime de Stokes, pode ser usada como ponto de
partida para estudo de queda de corpos em fluidos, principalmente quando envolve historia da
aceleracdo que torna a equacdo do movimento uma equacao integro-diferencial. Este trabalho
mostra que a equacdo integro-diferencial, tratada em Basset (1888), pode ser transformada em
uma equacdo diferencial ordinaria linear de segunda ordem, com coeficientes constantes, ndo
homogénea, a qual gera alternativas para a determinacao da velocidade. Tal transformacéo abre
caminho para estudos de quedas de corpos em fluidos que requerem termos adicionais, no
sentido de que, para ndo envolver histéria de aceleracdo, os termos adicionais sejam colocados
na equacao diferencial de segunda ordem.

Elementos basicos

De acordo com Basset (1961), a velocidade V (t) da particula esférica esfera no instante
t é obtida das equages

3
G = P =)= RW m = ma’ps P—E =0~ p)g (1)
R(D) = 2mapV’(6) + 6muaV (¢) + 602 [map [, 2 dr @)

onde E € 0 empuxo, R é a resisténcia dinamica oferecida pelo fluido ao movimento da particula
esférica de massa m, raio a e peso P , ps € p sdo as massas especificas da particula e do fluido,
respectivamente, g é a aceleragdo da gravidade e u ¢é a viscosidade do fluido. Em variaveis
adimensionais, segue das Equacoes (1) e (2) que:
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, ou'(0-2) ,,
u'(0) +u(@) + M | N dl=1, (3)
u="29=At, aM? =—L— M >0, (4)
Vo 2pstp
_ o _ 2a%(ps—p)g
T af(zpstp) 0T op (®)

onde V, é a velocidade limite de Stokes.
Determinacéao da velocidade de queda

Da condigéo de velocidade inicial nula, da regra de Leibniz e da Equacdes (3), (4) e (5)
u(®) + f) (1+3%)u® - Dda =9, 6)
u(0) =0, (w'(0) = 1),
Seja F(0) definida por
Q) =u"(0) + 2ru’'(6) + u(v), (7

onde r é uma constante a ser escolhida adequadamente. Entéo, de (6), (7) e a regra de Leibnitz,
obtemos a equacao

Q(B)+f09(1+%)0(9—1)dl=9+r—1—% )
Como,
INE +%)(1—%)dz=e—nM2, 9)

da Equacdo (4) a escolha

2r =2 —nM? =270 (10)
2pstp

em (8) mostra que

Q) =1-13 (11)
Logo, das Equacbes (6) a (11), obtemos que a velocidade de queda é dada pelo problema de
valor inicial

u"(0) + 2ru'(0) +u(®) =1 — % 0>0 (12)
u(0) =0,v'(0) =1, (13)

Para 0 movimento de queda da particula, a condi¢éo p < pg, pela Equacdo(10), implica que

—05<r<1. (14)
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Da aplicacdo do método da variacdo de parametros na equacdo diferencial do problema
formado pelas Equaces (12) e (13), podemos evidenciar duas funcdes F(6) e G(0) definidas

por:
, Msenb9

F'4+7F =-2522,0 >0, (15)

F(0) =1,

G'+76=-32220>0, (16)

G(0) ===

=
Assim, usando (12), (13), (15) e (16), ndo é dificil ver por substituicdo direta que
u=1-—Fcos b6 + Gsen b8 @an

é a solucdo do problema (12) e (13) para todo r satisfazendo a relagdo (14), sendo que as formas
de integracGes para F e G sdo determinadas de acordo com o sinal de r.

Nocasoder <0

F(8) =20 g Sj_"“d/l —0,5<7<0, (18)
G(6) =20 s f/‘?b’ldl —0,5<7r<0. (19)

Paraocasor =0

F(9) = \/_ @A Gy =0, (20)
G () _\f °°C°“d/1 r=0. 1)
Finalmente, parar > 0
1B 8 e™sen b
FO)=e (1-2f = dr).0<r<1, (22)

_ rd
GOy =e (1-L- - e

dr).0<r<1. (23)
Como, pelas Equagdes (18) até (23), os limites

limg_,e F(6) = limg_ G(6) =0 (24)
sdo validos para todo r definido por (14), entdo pelas Equacoes (4) e (24)

limg_ e u(0) = 1,lim o, V() =V, (25)

mostrando que, realmente, a particula atinge a velocidade limite de Stokes.

Os resultados expressos em (25) e o fato da velocidade ser limitada ainda ndo
completam a andlise do movimento de queda, uma vez que a Equacdo (17) apresenta fun¢des
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oscilantes seno e cosseno, onde, fisicamente, esperam-se que as oscilagdes sejam compensadas
com as de F(0) e G(0) dadas pelas Equacdes (15) e (16), respectivamente. Como F(0) e G(6)
sdo dadas por integrais ndo diretas, usamos a seguir dois caminhos para resolver a questdo das
oscilagBes: um é o calculo de uma série assintética para u(6) obtida diretamente de (12) e (13) e
0 outro é a determinacéo de u(6) por (17) através da solucdo numérica de (15) e (16).

Solucdo em série assintética

Como, no sistema CGS, o valor de A em geral é grande, a variavel 6 definida em (4)
assume valores, relativamente altos para valores pequenos de t. Isso motiva a solugéo de (12) e
(13) em série assintotica, no lugar da série de poténcias em torno de 6 = 0. Por causa disso e do
termo ndo homogéneo de (12), introduzimos a variavel Z definida por:

1
I=% (26)

Entdo, a substituicdo em (12) de uma série de poténcias para u(8) em torno de Z = 0 fornece o
resultado

u=1-Y7u,z"t (27)
onde os coeficientes u,, sdo determinados das relacGes

Uy =M, uy =1rM, (28)
u, = 2n-1) (run_l — ?un_z), (29)

paran = 2, n inteiro.

Vale ressaltar que o conjunto de Equacgdes (26) a (29) de imediato mostra que, para 6
suficientemente grande, u(8) é aproximadamente dada por

u(@) ~1- % (30)

com erro proporcional a Z3, onde Z é dada por (26).

Solucdo numérica

Para a solucdo numeérica de (15) e (16), adotamos o método de Runge-Kutta de quarta
ordem. Como o termo ndo homogéneo de (16) apresenta um polo em 6 = 0, em (16) fazemos a
mudanga de funcéo definida por

0(9)25(9)+%e_‘/§, 0<6 < oo, (31)

Resultados

Objetivando a analise da velocidade de queda para cada sinal de r, foram usados os
valores r = —0,25, r = 0 e r = 0,50 em acordo com (14).

Com relagdo ao calculo de u(6) por (17) e (31) através da solugdo numérica de (15),
(16) e (31), pelo método Runge-Kutta de quarta ordem ja citado, foi verificado que para
r = —0,25 a velocidade calculada oscila para 8 > 23,50 como o passo de 0,01. Mas, com 0
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passo de 0,0001 oscila para 8 > 48,60, mostrando que as oscilacdes ndo sdo da velocidade de
queda. Elas sdo oriundas da instabilidade do método numérico para passos maiores e
desaparecem quando se usa um passo suficientemente pequeno. J& nos casos r = 0 e r = 0,50
as solugdes numéricas ndo oscilaram com o passo de 0,01.

Para cada valor de r, a velocidade de queda calculada por meio da série assintética de
(17) com n = 100 n&o oscilou.

Sendo 6, o valor de 6 para o qual a velocidade de queda é 99% da velocidade limite de
Stokes, foi mostrado que os métodos numérico e assintético produziram para cada caso o
mesmo valor de 6,, onde

8, = 7956,46 (r = —0,25),
6, = 6365,57 (r = 0),
6, = 3183,79 (r = 0,50).

Além disso, os resultados das Tabelas 1, 2 e 3 mostram que, para cada r, os valores da
velocidade de queda, a partir da convergéncia de cada série assintética, obtidos pelos dois
métodos sdo particularmente iguais.

Ainda de acordo com os dados das Tabelas 1, 2 e 3, as séries assintéticas convergem
para 6 = 55,00 (r = —0,25),0 =40 (r = 0) e 8 = 25 (r = 0,50). Estes limites inferiores sdo
bem menores que os respectivos valores de 6, acima, mostrando que o método assintético
apresenta um largo alcance na direcdo de 8 = 0, uma vez que 6 é relativamente grande para t

pequeno.
0 Runge-Kutta Equacéo (30) Série Assintotica
0,00 0,000000 - -
0,50 0,225501 —0,262566 -
1,00 0,336511 0,107938 -
1,50 0,409815 0,271634 -
2,00 0,463294 0,369217 -
2,50 0,504617 0,435810 -
3,00 0,537801 0,484968 -
3,50 0,565205 0,523173 -
4,00 0,588329 0,553969 -
4,50 0,608174 0,579478 -
5,00 0,625445 0,601058 -
10,00 0,726091 0,717905 -
15,00 0,773976 0,769671 -
20,00 0,802233 0,800529 -
25,00 0,822962 0,821588 -
30,00 0,838752 0,837133 -
35,00 0,850714 0,849214 -
40,00 0,860355 0,858953 -
45,00 0,868342 0,867019 -
50,00 0,875098 0,873843 -
55,00 0,880911 0,879714 0,880283
60,00 0,885981 0,884835 0,885333
65,00 0,890454 0,889353 0,889793

Tabela 1 - Velocidade de queda parar = —0,25
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0 Runge-Kutta Equacao (30) Série Assintotica
0,00 0,000000 - -
0,50 0,236329 —0,128379 -
1,00 0,354070 0,202115 -
1,50 0,431261 0,348530 -
2,00 0,487036 0,435810 -
2,50 0,529713 0,495373 -
3,00 0,563666 0,539341 -
3,50 0,591463 0,573513 -
4,00 0,614730 0,601058 -
4,50 0,634552 0,623874 -
5,00 0,651688 0,643175 -
10,00 0,749468 0,747687 -
15,00 0,794660 0,793987 -

20,00 0,821895 0,821588 -
25,00 0,840591 0,840423 -
30,00 0,854455 0,854327 -
35,00 0,865240 0,865133 -
40,00 0,873909 0,873843 0,873902
45,00 0,881080 0,881058 0,881102
50,00 0,887177 0,887162 0,887196

Tabela 2 - Velocidade de queda parar =0

0 Runge-Kutta Equacao (30) Série Assintotica
0,00 0,000000 - -
0,50 0,268193 0,202115 -
1,00 0,406742 0,435810 -
1,50 0,495729 0,539341 -
2,00 0,558098 0,601058 -
2,50 0,604303 0,643175 -
3,00 0,639933 0,674265 -
3,50 0,668269 0,698428 -
4,00 0,691366 0,717905 -
4,50 0,710578 0,734038 -
5,00 0,726831 0,747687 -
10,00 0,813083 0,821588 -
15,00 0,849568 0,854327 -

20,00 0,870724 0,873843 -

25,00 0,884921 0,887162 0,884905
30,00 0,895285 0,896994 0,895277
35,00 0,903277 0,904635 0,903272
40,00 0,909682 0,910794 0,909679
45,00 0,914963 0,915896 0,914961
50,00 0,919415 0,920212 0,919414

Tabela 3 - Velocidade de queda parar = 0,50

Outro resultado interessante é a aproximagdo para a velocidade de queda dada por (30),
para 6 suficientemente grande. Ela produz os mesmos valores de 8, ja frisados e, por (30), serve
como base para a obtencdo de uma formula para 6, caracterizada por

0, = (100M)2,
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Figura 1 — Gréfico da velocidade de queda
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Mas, ndo é s6 por isso, das Tabelas 1, 2 e 3 podemos ver que (30), para cada caso,
também aproxima a velocidade de queda para valores bem menores que 6,. Ou seja, pelas
tabelas, as velocidades sdo aproximadamente dadas por (30) para 6 = 15 (r = —0,25),
0 =>10(r=20)e 6 =15 (r =0,50), tendo, para cada r, a relacdo (30) um alcance maior na
direcdo 8 = 0 que a série assintética com n = 100.

Conclusoes

A velocidade de queda é limitada e crescente, aproximando-se assintoticamente da
velocidade limite de Stokes, como mostram as curvas do grafico apresentado pela Figura 1.

A forma do problema (12) e (13) realmente sugere caminhos para a obtencdo da
velocidade de queda. Ela, além da série assintGtica, evidencia a aproximacdo (30) por
substituicdo direta de (30) em (12) e (13).

A transformacdo da Equacdo integro-diferencial em equacédo diferencial abre caminho
para estudos de quedas de corpos em fluidos que requerem termos adicionais, no sentido de que,
para ndo envolver historia de aceleracao, os termos adicionais sejam colocados na Equacédo (12).
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