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RESUMO

Equações diferenciais ordinárias (EDO’s) e equações diferenciais parciais (EDP’s) são algumas das
ferramentas mais fundamentais na modelagem de fenômenos fı́sicos encontrados em todos os ramos da
ciência e engenharia [3].

Via-de-regra, equações diferenciais gerais não possuem solução analı́tica ou esta, quando existe,
pode ser de difı́cil obtenção, desta forma, métodos numéricos de aproximação das soluções têm sido ex-
tensivamente utilizados e a pesquisa na área é bastante intensiva. Enquanto que o Teorema da Existência
e Unicidade fornece - para o caso de equações diferenciais ordinárias - condições gerais que garantem a
estabilidade numérica das soluções aproximadas, no caso das EDPs o problema é bem mais complexo e a
própria garantia das condições de contorno mı́nimas exigidas para existência das soluções é um problema
bastante complexo.

Neste trabalho, desenvolvido durante o primeiro ano do mestrado do primeiro autor, descrevemos
uma técnica recente - denominada de Transformada Diferencial[1] - para obtenção tanto de soluções
exatas quanto de aproximações numéricas da solução de equações diferenciais parciais. A técnica é
ilustrada na solução exata e numérica da equação do calor e os resultados são comparados com outras
técnicas numéricas tais como diferença e elementos finitos.

Para ilustrar a definição da transformada, considere por exemplo (caso bidimensional), w(x, y)
função em 2 variáveis com todas as derivadas parciais definidas e contı́nuas na origem. Definimos
Dw(x, y) = W (k, h) = 1

k!h!
∂k+hf
∂xk∂yh

(0, 0) com h e k inteiros maiores ou iguais a zero. O domı́nio da
transformada é, desta forma, o conjunto das funções de classe C∞(R2) e sua imagem o conjunto das
funções definidas em Z+ × Z+.

Pelo Teorema de Taylor-Maclaurin para duas variáveis, é fácil ver que, nas condições anteriores,

w(x, y) =
∞∑
k=0

∞∑
h=0

W (k, h)xkyh. Considerando então a forma geral da EPD de 2a ordem dada por

a(x, y)∂
2u

∂x2 +2b(x, y) ∂2u
∂x∂y +c(x, y)∂

2u
∂y2

+d(x, y)∂u∂x +e(x, y)∂u∂y +f(x, y)u = g(x, y), onde iremos supor
que as funções a(x, y), · · · , g(x, y) são funções reais definidas em Ω ⊆ R2 de classe C∞ e assumimos,
sem perda de generalidade c(x, y) 6= 0 (os casos onde a(x, y) 6= 0 ou b(x, y) 6= 0 quando c(x, y) = 0
são tratados analogamente).

Denotaremos A(k, h), B(k, h), · · · , G(k, h), respectivamente, os termos das transformadas diferen-
ciais das funções a(x, y), b(x, y), · · · , g(x, y) e, para fixar notação, assumiremos que as condições de
contorno são dadas por u(x, y) = p(x, y) e∇u(x, y) ·~n = q(x, y) ao longo de ∂Ω. Os termos das trans-
formadas de p(x, y) e de q(x, y) são, respectivamente, denotadas por P (k, h) e Q(k, h) e, finalmente, os
termos da transformada da função u(x, y) são denotados por U(k, h). Com essa notação, as etapas da
solução numérica das EDPs de segunda ordem apresentadas são:

1. Calcule os termos A(k, h), · · · , G(k, h) das transformadas das funções a(x, y), · · · , g(x, y) e os
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termos P (k, h), Q(k, h) das condições de contorno. Como as funções são todas conhecidas, esses
termos serão um conjunto de valores numéricos.

2. Com os resultados dos Teoremas anteriores, escreva a relação de recorrência que calcula os termos
U(k, h).

3. Com uma quantidade suficiente de termos calculados, aproxime a numericamente a solução u(x, y)

da EDP por u(x, y) ∼=
kmax∑
i=0

jmax∑
j=0

U(k, h)xiyj

No caso aqui estudado, a ordem da computação desta recorrência é dada por:

U(0, 2), U(1, 2),U(2, 2), · · ·
U(0, 3), U(1, 3),U(2, 3), · · ·
U(0, 4), U(1, 4),U(2, 4), · · ·
· · ·

Para ilustrar o método, determinamos a distribuição de calor ao longo do tempo de uma placa re-
tangular (ou seja, T = T (x, y; t)) com comprimento L = 50(cm) e largura W = 50 (cm). A barra
encontra-se em regime estacionário (∂T∂t = 0) três de seus lados são mantidos na temperatura 0◦C (Cel-
sius) e o outro lado na temperatura 100◦C. A solução obtida pelo método das diferenças finitas aplicado
à equação de Fourier (com parâmetros de condução iguais a unidade) correspondente utilizando uma
malha de 100 × 100 elementos teve um erro (medido pela integral da diferença entre o valor numérico
obtido e o valor da solução analı́tica) foi inferior a 5% em um tempo de CPU em torno de 30 segundos
utilizando implementação em MATLAB. O mesmo erro (com malha idêntica) obtido pelo método dos
elementos finitos - também em torno de 30 segundos - foi de 1, 8%.

Para aplicação da DT, kmax e hmax foram tomados, ambos, iguais a 10a potência. A solução obtida
em tempo inferior a 1 segundo teve, neste caso, erro de 0, 03%, ou seja, um erro 60 vezes menor obtido
de forma 30 vezes mais rápida. Perturbações da solução pela introdução de ruı́do não modificaram de
forma significativa tais resultados.

Como conclusão, este exemplo demonstra que a estabilidade e precisão das soluções obtidas utili-
zando DT é, como descrito na literatura [1, 2], maior que as soluções equivalentes obtidas utilizando
métodos padrões (diferenças e elementos finitos). Isto ocorre por que, neste último método, equações
de recorrência algébricas definem aproximações sucessivas das soluções. Também de acordo com os
resultados apresentados na literatura, a complexidade computacional tem sido menor com a aplicação da
Transformada Diferencial alternativamente a Elementos Finitos ou Diferenças Finitas.

Ressaltamos como um fator de dificuldade no uso desta técnica e que as condições de fronteira
complexas podem tornar a obtenção dos termos iniciais da recorrência inviáveis ou bastante complicados
e que a aproximação com a transformada inversa envolvendo muitos termos (potências elevadas de xkyh)
podem conduzir a um aumento tanto da imprecisão quando da dependência das condições iniciais.

Como perspectivas de trabalhos futuros, os autores pretendem aplicar a técnica na simulação numérica
do comportamento de reatores perfeitamente agitados.
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