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RESUMO

A deformaç̃ao vertical (deflex̃ao) que uma viga apresenta quando submetida a um carregamento pode
ser encontrada a partir da Equação Diferencial (ED) da linha elástica (1), dada por

d2w

dx2
= −

M(x)

EI
, (1)

sendow(x) a funç̃ao que fornece a deflexão em cada ponto da viga,M(x) a funç̃ao momento fletor,
E o módulo de elasticidade do material que compõe a viga eI é a ińercia da seç̃ao transversal. Devido
a grande complexidade dos projetos atuais, muitos dossoftwaresempregados por engenheiros civis no
dimensionamento de estruturas são baseados em métodos nuḿericos. Para mostrar tal relação, o objetivo
deste trabalhóe obter e comparar as soluções analı́tica e a nuḿerica da ED da linha elástica para a Viga
de comprimentoL Biapoiada com Carregamento ConcentradoP .

Como a carga se encontra no meio do vão entre os apoios, têm-se duas funç̃oesM(x), uma para
0 ≤ x ≤ L/2 e a outra paraL/2 ≤ x ≤ L. O processo será descrito para0 ≤ x ≤ L/2, já
que paraL/2 ≤ x ≤ L os ćalculos s̃ao ańalogos. A funç̃ao momento para esse primeiro intervalo
é M(x) = −(P/2)x, e, substituindo-a em (1), obtém-se (2), quée a ED da linha elástica para este
problema. A soluç̃ao anaĺıtica de (2)é (3), obtida com as condições de contornow(0) = 0 ew(L/2) =
−(PL3)/(48EI).

d2w

dx2
=

Px

2EI
para0 ≤ x ≤ L/2 (2)

e

w(x) =
P

4EI

(

x3

3
−

L2x

4

)

para0 ≤ x ≤ L/2. (3)

Para o ḿetodo de diferenças finitas, dividiu-se a viga emn subintervalos de tamanhoh, sendo que cada
extremo desses subintervalos foi chamado dexi, i = 0, 1, 2, · · · , n(onde,x0 = 0 e xn = L/2). Foi
usada a aproximação (4) (por diferenças centradas) para a derivada segunda

d2w

dx2
=

wi+1 − 2wi + wi−1

h2
, para todoi = 1, 2, · · · , n− 1, (4)

ondewi é o valor aproximado da deflexão em cada pontoxi em 0 ≤ x ≤ L/2. Das condiç̃oes de
contorno vem quew=0 ewn = −(PL3)/(48EI). Com isso, aplica-se (4) em (2), monta-se um sistema
den− 1 equaç̃oes e, quando se resolve, obtém-se os valores dewi parai = 1, 2, · · · , n− 1.
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ParaL/2 ≤ x ≤ L, a funç̃ao momento fletoŕeM(x) = (P/2) · (x − L) e a ED da linha elástica
(5) e sua soluç̃ao anaĺıtica (6) s̃ao descritas abaixo. Quantoà soluç̃ao nuḿerica, manteve-se o valor deh
e a aproximaç̃ao (4) para (5) com a ressalva que, agora,x0 = L/2, xn = L, w0 = −(PL3)/(48EI) e
wn = 0. Monta-se outro sistema para esta situação e resolve-se, encontrando os valores dewi para cada
xi emL/2 ≤ x ≤ L.

d2w

dx2
= −

P

2EI
(x− L), paraL/2 ≤ x ≤ L, (5)

e

w(x) =
P

4EI

(

−
x3

3
+ Lx2

−
3L2x

4
+

L3

12

)

, paraL/2 ≤ x ≤ L. (6)

Ent̃ao, os dois problemas foram implementados em um algoritmo noMAPLEcom os valoresP = 15
kN, L = 4, 00 m, E = 12 · 106 kN/m2, I = 1 · 10−4 m4 e h = 0, 1 m. Assim, obteve-se a Figura 1,
que mostra os gráficos das soluç̃oes analı́tica e nuḿerica. Os valores da deflexão a cada0, 5 m s̃ao
comparados na Tabela 1, por meio dos erros absoluto e percentual.

Figura 1: Gŕaficos da Soluç̃ao Anaĺıtica e da Soluç̃ao Nuḿerica para os dois Trechos.

Tabela 1:Comparação dos Valores da Soluç̃ao Anaĺıtica e da Soluç̃ao Numérica.
xi w(xi) wi Erro absoluto Erro Percentual
0,0 0,000000000 0,000000000 0,000000000 —
0,5 0,611979167 0,611979167 0,000000000 0,000000000
1,0 1,145833333 1,145833334 0,000000001 0,000000087
1,5 1,523437500 1,523437500 0,000000000 0,000000000
2,0 1,666666667 1,666666667 0,000000000 0,000000000
2,5 1,523437500 1,523437500 0,000000000 0,000000000
3,0 1,145833333 1,145833334 0,000000001 0,000000087
3,5 0,611979167 0,611979167 0,000000000 0,000000000
4,0 0,000000000 0,000000000 0,000000000 —

Nota-se que o ḿetodoé preciso, visto que os erros calculados foram tecnicamente nulos. Um grande
número de casos pode ser analisado pelo algoritmo usado, já que se pode variar as cargas.
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