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Resumo: Esse trabalho tem por objetivo apresentar um método numérico para resolver as

equações governantes para escoamentos viscoelásticos, com superf́ıcies livres em movimento, go-

vernados pela equação constitutiva integral K-BKZ. Considera-se escoamentos bidimensionais e

um algoritmo para resolver as equações governantes, utilizando o método de diferenças finitas, é

apresentado. A metodologia proposta é verificada comparando-se a solução numérica do escoa-

mento totalmente desenvolvido em um canal. Resultados provenientes da simulação do problema

conhecido como ‘jet-buckling’ são apresentados.

Palavras-chave: Modelo integral K-BKZ, diferenças finitas, escoamentos viscoelásticos, su-

perf́ıcie livre.

1 Introdução:

Escoamentos viscoelásticos são importantes em muitos processos industriais como por exem-
plo moldagem por injeção e processos de extrusão de perfis. Esses problemas são desafiantes
porque o escoamento pode conter várias superf́ıcies livres em movimento. Muitos pesquisado-
res tem trabalhado no desenvolvimento de técnicas numéricas capazes de simular escoamentos
viscoelásticos com superf́ıcies livres porém, a maioria dos modelos constitutivos estudados tem
sido descritos por equações diferenciais parciais como por exemplo, escoamentos governados
pelas equações constitutivas Oldroyd-B [16], Maxwell superior convectado (‘Upper-Convected-
Maxwell’) (UCM) [8], entre outros. No entanto, os avanços tecnológicos na área de computação
cient́ıfica e o desenvolvimento de computadores mais rápidos têm motivado pesquisadores a
empregar modelos reológicos mais sofisticados que empregam equações integrais ao invés de
equações diferenciais parciais. Uma motivação nessa direção é que modelos integrais são reco-
nhecidos por melhor aproximar as propriedades materiais de poĺımeros tais como HPDE [3] e
LDPE [5], que são utilizados em indústrias de injeção. Entre os modelos integrais investigados, a
equação constitutiva K-BKZ [2] tem sido considerada por muitos pesquisadores que tem desen-
volvido métodos numéricos para simular escoamentos viscoelásticos. Uma discussão detalhada
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da importância do modelo K-BKZ na simulação de escoamentos viscoelásticos e desenvolvimen-
tos recentes desse modelo estão dispońıveis nos artigos de Mitsoulis [7] e Tanner [13]. Nesse
trabalho, considera-se um método numérico para simular escoamentos bidimensionais com su-
perf́ıcies livres governados pelo modelo K-BKZ. Resultados de verificação do método numérico
bem como a simulação do fenômeno ‘jet-buckling’ são apresentados.

2 Equações Governantes

As equações que governam escoamentos incompresśıveis de fluidos viscoelásticos são descritas
pelas equações de conservação da massa e de conservação de quantidade de movimento dadas
respectivamente por

∇ · u = 0, (1)

ρ
[∂u

∂t
+∇ · (uu)

]

= −∇p+∇ · τ + ρ g, (2)

nas quais u é o vetor velocidade, ρ é a densidade, p é a pressão e g é o campo gravitacional.
O tensor de tensão extra τ é descrito pelo modelo reológico integral K-BKZ [2] que pode ser
expresso como

τ =

∫ t

−∞

M(t− t′)H(I1, I2)Bt′(t)dt
′, (3)

onde B é o tensor de Finger,

H(I1, I2) =
α

α+ βI1 + (1− β)I2
, (4)

é a função de decaimento de Papanastasiou-Scriven-Macosko [10], α e β são parâmetros do fluido
e I1 e I2 denotam o primeiro e segundo invariantes definidos por

I1 = tr(B), I2 =
1

2
tr
[

I21 − tr(B2)
]

. (5)

As equações (3) e (4) são conhecidas como modelo K-BKZ-PSM. A função M(t − t′) é
chamada função memória e definida por

M(t− t′) =

m1
∑

k=1

ak
λk

e
−

(

t−t′

λk

)

, (6)

em que λk são tempos de relaxação, ak são módulos de relaxamento e m1 é o número de módulos
de relaxação do poĺımero. Essas constantes são encontradas a partir de dados experimentais de
acordo com a teoria de viscoelasticidade linear. O número de modos depende da massa fundida
de poĺımero, mas geralmente 4 a 8 modos são suficientes para capturar dados viscoelásticos
lineares enquanto que para soluções de poĺımeros 2 a 3 modos são suficientes para descrever o
fluido [14].

O método de campos de deformação [6] será utilizado para o tratamento do tensor de Finger,
o qual é obtido pela seguinte equação de convecção

∂

∂t
Bt′i

(x, t) + u(x, t) · ∇Bt′i
(x, t) = [∇u(x, t)]T ·Bt′i

(x, t) +Bt′i
(x, t) · ∇u(x, t) . (7)

3 Método numérico

Vamos considerar escoamentos cartesianos bidimensionais com superf́ıcies livres. Nesse caso, as
equações (1)-(3) podem ser escritas na forma adimensional como (ver [15])
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∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 , (8)

∂u

∂t
+

∂(u2)

∂x
+

∂(uv)

∂y
= −∂p

∂x
+

1

Re

[

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

]

+
∂Φxx

∂x
+

∂Φxy

∂y
+

1

Fr2
gx , (9)

∂v

∂t
+

∂(uv)

∂x
+

∂(v2)

∂y
= −∂p

∂y
+

1

Re

[

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

]

+
∂Φxy

∂x
+

∂Φyy

∂y
+

1

Fr2
gy . (10)

Nas equações (9) e (10), Φxx,Φxy,Φyy são as componentes do tensor não-newtoniano Φ

obtido pela seguinte transformação EVSS

τ =
1

Re
γ̇ +Φ, γ̇ = ∇u+ (∇u)T. (11)

Logo, Φxx,Φxy,Φyy são obtidas por meio das equações

Φxx = τxx − 2

Re

(

∂u

∂x

)

, Φxy = τxy − 1

Re

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

, Φyy = τyy − 2

Re

(

∂v

∂y

)

, (12)

nas quais,

τxx =

∫ t

−∞

m1
∑

k=0

ak
Wiλk

e
−

t− t′

Wiλk
α

α− 3 + βI1 + (1− β)I2
Bxx

t′ (t)dt
′, (13)

τxy =

∫ t

−∞

m1
∑

k=0

ak
Wiλk

e
−

t− t′

Wiλk
α

α− 3 + βI1 + (1− β)I2
Bxy

t′ (t)dt
′, (14)

τyy =

∫ t

−∞

m1
∑

k=0

ak
Wiλk

e
−

t− t′

Wiλk
α

α− 3 + βI1 + (1− β)I2
Byy

t′ (t)dt
′ . (15)

Nas equações acima, Re =
ρU L

η0
, Fr =

U√
Lg

, Wi = λref
U

L
denotam os números de Rey-

nolds, Froude e Wissenberg, respectivamente. L,U, η0, g, λref denotam, respectivamente, com-
primento caracteŕıstico, velocidade caracteŕıstica, viscosidade do fluido, constante gravitacional
e tempo de relaxação do fluido.

As componentes do tensor de Finger B são calculadas pelas equações (ver eq. (7))

∂

∂t
Bxx

t′ = − ∂

∂x
(uBxx

t′ )− ∂

∂y
(vBxx

t′ ) + 2

[

∂u

∂x
Bxx

t′ +
∂u

∂y
Bxy

t′

]

, (16)

∂

∂t
Bxy

t′ = − ∂

∂x
(uBxy

t′ )−
∂

∂y
(vBxy

t′ ) +
∂u

∂y
Byy

t′ +
∂v

∂x
Bxx

t′ , (17)

∂

∂t
Byy

t′ = − ∂

∂x
(uByy

t′ )−
∂

∂y
(vByy

t′ ) + 2

[

∂v

∂x
Bxy

t′ +
∂v

∂y
Byy

t′

]

. (18)

As equações (8)-(18) são resolvidas por uma variante do método das part́ıculas marcadoras
introduzido por Amsden e Harlow [1] que utiliza o método de diferenças finitas em uma malha
deslocada. As componentes do vetor velocidade são posicionadas nas faces laterais da célula
enquanto que as outras variáveis são localizadas no centro da célula. Para representar a superf́ıcie
livre será utilizada a técnica apresentada por Tomé et al. [17], na qual a superf́ıcie do fluido é
constitúıda por um conjunto de part́ıculas marcadoras que se movem com a velocidade local. As
soluções u(x, tn+1), p(x, tn+1) e τ (x, tn+1) no tempo tn+1 = t+ δt são obtidas em duas etapas:
inicialmente, usando os valores de τ (x, t), a velocidade e pressão são calculados no tempo tn+1

utilizando um método de diferenças finitas impĺıcito proposto por Oishi et al [9]. Para maiores
detalhes ver Tomé et al [15]. Na segunda etapa, u(x, tn+1) é utilizada para calcular τ (x, tn+1),
como mostrado a seguir.
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3.1 Cálculo do tensor extra tensão τ (x, tn+1)

Para calcular o tensor extra tensão τ (x, tn+1) seguimos a metodologia apresentada por Tomé et
al. [15] , como segue. Sejam t

′

j (N +2)-pontos no intervalo [0, tn+1], com t
′

0 = 0 e t
′

N+1 = tn+1.
Então a equação constitutiva (3) pode ser escrita na forma (para detalhes, ver Tomé et al. [15])

τ (tn+1) =

∫ 0

−∞

M(tn+1 − t′(0))H(I1, I2)Bt′(0)dt
′ +

N−2

2
∑

j=0

∫ t
′

2j+2

t
′

2j

M(t− t′)H(I1, I2)Bt′(tn+1)dt
′ ,

(19)

onde N é um número par. Para t
′

< 0,Bt′ (tn+1) = B(0)(tn+1) é assumido constante e portanto,
a primeira integral reduz-se a

∫ 0

−∞

M(t− t′0)H(I1, I2)B(0)(tn+1)dt
′ (20)

a qual pode ser resolvida exatamente. Com relação às integrais nos intervalos [t2j, t2j+2] na
equação (19), utilizamos uma fórmula de quadratura de segunda ordem (para maiores detalhes
ver [15]).

Um item ainda não resolvido do método campos de deformação é como os pontos de inte-
gração 0 ≤ t

′

0 < t
′

1 < · · · < t
′

N < t
′

N+1 ≤ tn+1 são distribúıdos no intervalo [0, tn+1]. É conhecido
que a metodologia utilizada para definir esses pontos pode afetar a precisão dos resultados, es-
pecialmente em escoamentos complexos. Se os pontos t

′

j forem colocados igualmente espaçados,
sabe-se que a qualidade dos resultados deteriora a medida que o espaçamento entre os pontos
aumenta. Nesse trabalho, adotamos uma metodologia ‘ad hoc’ na discretização do intervalo
[0, tn+1], na qual os pontos t

′

j são obtidos por uma progressão geométrica. Considera-se esco-

amentos não-estacionários com superf́ıcies livres em que os nós de integração t
′

j são calculados
no tempo tn+1 como segue:

1. Faça t
′

0 = 0 e t
′

N+1 = tn+1;

2. Faça t
′

N+1−j = t
′

N+1 − qj, j = 1, 2, · · · , N , onde q = (tn+1/dt)
1/(N+1) .

4 Resultados numéricos

A técnica numérica apresentada na Seção 3 foi aplicada para simular o escoamento em um canal
bidimensional de largura L = 0.01m e comprimento 10L. Na entrada do canal impôs-se um perfil
de velocidade adimensional dado por u(y/L) = −4(y/L− 0.5)2 +1. Os demais dados utilizados
na simulação foram: velocidade de escala U = 0.167ms−1, número de campos de deformação
N = 100 e os dados do fluido K-BKZ denominado S1 [11] conforme especificado na Tabela 1.

ρ = 801.5 kg/m3 , α = 10.0, β = 0.7 , λref = 0.06s , η0 = 1.424Pa.s

k λk [s] ak [Pa] ηk [Pa.s]

1 0.6855 0.058352 0.0400

2 0.1396 1.664756 0.2324

3 0.0389 14.560411 0.5664

4 0.0059 99.152542 0.5850

Tabela 1: Dados do FLUIDO S1 (ver [11]) utilizado na simulação do escoamento em um canal.

Na simulação desse escoamento obteve-se Re = 0.93 eWi = 1. Para verificar a independência
da malha, o escoamento foi simulado utilizando as malhas I (100×10), II (200×20) e III (400×40)
até t = 100s e espera-se que nesse tempo o estado estacionário tenha sido atingido. Os resultados
das simulações numéricas obtidas nas três malhas numa seção transversal do canal em x = 5L
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(meio do canal) estão mostrados na Figura 1 onde pode-se observar uma boa concordância com
as soluções obtidas nas três malhas.
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Figura 1: Simulação do escoamento totalmente desenvolvido no canal de um fluido K-BKZ
usando as malhas I, II, III. (a) Velocidade u(y); (b) τxx; (c) τxy; (d) τyy.

Como aplicação da técnica numérica, simulou-se o problema conhecido como ‘jet buckling’.
O escoamento proveniente de um jato incidindo em uma placa ŕıgida tem aplicação em muitos
processos industriais como por exemplo enchimento de containeres.

ρ = 880 kg/m3, α = 25286, β = 0.1, λref = 0.14, η0 = 9.79

λk ak ηk = λk ∗ ak
1.12 × 10−4s 6.67 × 104Pa 7.470 Pa.s

4.12 × 10−2s 1.83 × 101Pa 0.754 Pa.s

8.64 × 10−1s 1.83 × 100Pa 1.581 Pa.s

Tabela 2: Dados do FLUIDO B (ver Mitsoulis [7]).

Esse problema tem sido estudado por muitos pesquisadores [12] e sabe-se que após a in-
cidência do jato sobre a placa ŕıgida, o fenômeno de ‘jet buckling’ pode ocorrer. Para simular
este problema considerou-se o FLUIDO B conforme definido na Tabela 2 e foram realizadas
várias simulações nas quais variou-se a velocidade no injetor. Um domı́nio computacional de
10 ×15 cm2, e um espaçamento δx = δy = 1mm foram utilizados. Os valores da velocidade
U , do diâmetro do jato D, da altura do jato H, o número de pontos N e os respectivos Re,
Wi e Fr são mostrados na Tabela 3. De acordo com as condições de Cruickshank [4], um jato
Newtoniano deve apresentar ‘jet buckling’ se Re < 0.56 e H/D > 10. Logo, nessas simulações
o jato Newtoniano deverá apresentar ‘jet buckling’. Para o jato contendo fluido K-BKZ ainda
não exite nenhuma análise sobre a predição de ‘jet buckling’. De fato, os resultados dessas
simulações com U = 0.2, 0.4 mostraram que ambos os jatos, newtoniano e viscoelástico, apre-
sentaram o efeito ‘jet buckling’. No entanto, para a velocidade U = 0.6 (ver Figura 2) somente
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o jato modelado pela equação K-BKZ apresentou ‘jet buckling’, que acreditamos ser devido ao
efeito da elasticidade do fluido.

D = 1 cm, H =15 cm, H/D = 15, N = 100

U (ms−1) Re Wi Fr

0.2 0.179 2.8 0.60

0.4 0.359 5.6 1.27

0.6 0.539 8.4 1.91

Tabela 3: Dados utilizados na simulação do ‘jet buckling’.

A análise apresentada por Cruickshank e Munson é baseada em resultados experimentais e
portanto pode não ser muito precisa, o que justifica o fato do jato Newtoniano com Re = 0.539
não apresentar ‘jet buckling’ visto que Re = 0.539 está próximo da fronteira entre a ocorrência
ou não deste efeito. Uma segunda justificativa baseia-se no fato de que simulações numéricas
podem também apresentar erros de precisão. O importante, neste caso, é evidenciar que o jato
simulado com o modelo integral K-BKZ, exposto às mesmas condições que o jato Newtoniano,
apresentou o efeito de ‘jet buckling’, diferentemente do ocorrido no caso Newtoniano.
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t=0.25s t = 0.50s t=0.75s t=1.0s

Figura 2: Simulação de ‘jet buckling’ de FLUIDO B com U = 0.6ms−1 (Re = 0.53,W i =
8.4, F r = 1.91). Visualização do escoamento em vários tempos.

5 Conclusão

O método numérico apresentado neste trabalho mostrou-se capaz de simular escoamentos com-
plexos que envolvem superf́ıcies livres em movimento comuns em industrias de poĺımeros. Simulou-
se o problema de um jato incidindo em placa plana para vários valores dos números de Reynolds e
Weissenberg. Os resultados mostraram que efeitos de viscoelasticidade modelados pela equação
constitutiva integral K-BKZ podem conduzir o jato a apresentar o efeito de ‘jet buckling’.
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