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RESUMO

Indústrias tem grande interesse em escoamentos com fronteiras livres, envolvendo um ou mais flui-
dos, pois esses estão presentes em diversos processos tais como refino e transporte de petróleo, esco-
amentos em reatores quı́micos, extrusão e injeção de plásticos e outros mais. No refino de petróleo,
por exemplo, o processo envolvido tem presente, em várias de suas etapas, escoamentos multifásicos de
fluidos imiscı́veis. Além disso, há um interesse crescente em problemas de escoamentos multifásicos em
microescala envolvendo a dinâmica de bolhas em escalas menores que 1 mm. O objetivo deste trabalho
é estudar técnicas numéricas precisas para simular escoamentos multifásicos com fluidos imiscı́veis e
implementar uma ferramenta computacional paralela para simular tais escoamentos utilizando malhas
hierárquicas adaptativas e diferenças finitas.

Para resolver escoamentos multifásicos foi adotado um modelo de força superficial contı́nua que
propõe resolver um único conjunto de equações para todos os fluidos do escoamento, incorporando as
tensões interfaciais com a adição de um termo especı́fico. Cada fluido do escoamento tem propriedades
(massa especı́fica e viscosidade) especı́ficas, assim ao representar todos os fluidos do escoamento por um
único conjunto de equações tem-se uma descontinuidade nessas propriedades.

Para modelar os escoamentos estudados utilizou-se as equações de Navier-Stokes

∇ · u = 0 e
∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇p+ ρfb +∇ · µ

(
∇u+∇Tu

)
+ fσ, (1)

em que p é a pressão, u é o campo de velocidades do escoamento, fb é uma força de campo e fσ é o
termo que incorpora as tensões entre os fluidos, tornando possı́vel modelar, com apenas um conjunto de
equações, todos os fluidos presentes no escoamento.

Neste trabalho, fσ foi modelado como proposto por Esmaeeli e Tryggvason em [2]

fσ =

∫
σk′n′δβ(x− x′)dS′, (2)

em que σ é o coeficiente de tensão superficial na interface, k′ é a curvatura, n′ é o vetor normal, x =
[x1, x2, x3]

T é o vetor posição em que a equação é avaliada e x′ é uma posição na interface. Finalmente,
δβ é uma função bi (β = 2) ou tridimensional (β = 3) construı́da pela multiplicação de funções δ de
Dirac unidimensionais de forma que, supondo β = 3, δ3 = δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2)δ(x3 − x′3).

Um ponto muito importante para simulação de escoamentos multifásicos é a representação da inter-
face entre os fluidos, sendo que os métodos existentes podem ser classificados como métodos eulerianos e
lagrangeanos. Na primeira famı́lia de métodos a interface é discretizada usando a mesma malha fixa onde
as equações são discretizadas. Exemplos de métodos com essa abordagem são os métodos de superfı́cie
de nivel (level-set) [5] e volume de fluido (Volume of Fluid, VOF) [3]. Já na segunda famı́lia tem-se uma
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malha dinâmica que representa a interface explicitamente, enquanto as equações de Navier-Stokes são
resolvidas em uma malha fixa, exemplos de métodos dessa famı́lia são os métodos de Lattice-Boltzmann
(LBM) [4] e acompanhamento de fronteira (front-tracking) [6].

Optou-se pelo método de acompanhamento de fronteira para representação da interface neste traba-
lho. Uma malha não estruturada será utilizada para seguir o movimento da interface, tornando possı́vel
calcular geometricamente a curvatura e tensão superficial. As equações de Navier-Stokes são discreti-
zadas com esquemas de diferenças finitas em uma malha hierárquica adaptativa. Essa malha adaptativa
torna possı́vel um refinamento em regiões crı́ticas do escoamento, por exemplo, próximas à interface.
Esquemas de interpolação baseados em mı́nimos quadrados móveis são utilizados para as interpolações
necessárias entre os diferentes nı́veis de refinamento.

Foram utilizadas bibliotecas modernas para representar as malhas superficiais. Fez-se testes com o
método desenvolvido por Brochu e Bridson em [1]. A figura 1 ilustra um teste clássico de deformação
de uma esfera, com o objetivo de verificar as estratégias de adaptação da malha superficial. Finalmente,
o código proposto neste trabalho foi verificado através de simulações de diversos outros testes simplifi-
cados presentes na literatura [1, 2, 6] e resultados de escoamentos multifásicos em três dimensões serão
apresentados no congresso.

(a) Inı́cio (b) Começo da
deformação (c) Deformação total

(d) Final

Figura 1: Teste de deformação de uma esfera
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