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Resumo: O objetivo deste trabalho € o de utilizar modelos autoregressivos na quantificagcdo
de incertezas em problemas de escoamentos misciveis em meios porosos heterogéneos empre-
gando uma abordagem Bayesiana para a selecao dos campos de permeabilidades, baseada em
um conjunto de medigcoes da concentragdo do tragcador em pontos especificos do meio poroso.
O método da Soma Sucessiva de Campos Gaussianos Independentes (SSCGI) € utilizado na
parametrizacao das incertezas contidas nos meios porosos heterogéneos. Na resolugdo do pro-
blema inverso, utiliza-se um método do tipo Monte Carlo via Cadeias de Markov a dois estdgios.
Através deste procedimento, gera-se uma cadeia Markov que converge para a distribuicdao esta-
ciondria, que neste caso é a distribuicdo a posteriori de interesse. Resultados numéricos sao
apresentados para um conjunto de realizagoes dos campos de permeabilidades.
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1 Introducao

O estudo dos escoamentos multifasicos em meios porosos heterogéneos representa uma ferra-
menta 1til em diversas areas importantes para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico, veja,
e.g, [1]-[8] e referéncias 14 citadas. As técnicas que empregam a injegao de tracadores vém se
mostrando vidveis no estudo de problemas relacionados a simulacao numérica de escoamentos
misciveis de fluidos incompressiveis em reservatorios de petrdleo, bem como no transporte de
contaminantes em reservatérios subterraneos.

Matematicamente, o escoamento do tracador é modelado por um sistema de equagoes di-
ferenciais parciais sujeito a certas condi¢Ges de contorno e inicial. Este sistema de equagoes
diferencias é constituido de um sub-sistema eliptico, que determina a pressao e a velocidade da
mistura, e de uma equacao de transporte, que determina em cada instante de tempo o valor
da concentracao do fluido injetado (tracador). A obtengao de solugbes numéricas deste sistema
de equagoes diferencias parciais nao é uma tarefa ficil visto que elas sao fortemente influen-
ciadas pelas propriedades do meio poroso, tais como a porosidade e a permeabilidade, cuja
caracterizacao precisa via a construcao de campos de porosidades e permeabilidades ainda é um
problema complexo. Estas propriedades sao responsaveis pela introducao das incertezas contidas
no modelo matematico, que ocorrem em miultiplas escalas, e que reduzem de forma significativa
a confiabilidade das previsdes obtidas mediante a resolugao destas equacoes. Desta forma, uma
grande importancia vem sendo dada a aplicacao de diferentes tipos de metodologias capazes de
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quantificar e reduzir as incertezas dos modelos geoldgicos e, consequentemente, obter previsoes
acuradas para, por exemplo, a producao de 6leo em reservatérios de petréleo e o monitoramento
do transporte de contaminantes em formacoes subterraneas [5].

A abordagem Bayesiana pode ser utilizada para a atualizagdo estatistica dos parametros
fisicos (permeabilidade ou porosidade), baseando-se no conhecimento prévio dos valores da con-
centracao do tracador em alguns pontos especificos do meio poroso. A atualizacao da informacao
do parametro de interesse é feita através do Teorema de Bayes, levando-se em consideracgao a
distribuigao a priori e a distribuigao amostral dos dados (expressa formalmente pela funcao de
verosimilhanca), obtendo-se a distribui¢ao a posteriori do parametro de interesse. Na inferéncia
Bayesiana, os procedimentos numéricos baseados em simulacoes estocasticas tém sido bastante
utilizados para explorar a complexa distribuicao a posteriori, dentre os quais pode-se destacar
o método MCMC a dois estagios [8], abreviatura do inglés Markov Chain Monte Carlo (Monte
Carlo via Cadeias de Markov). Este método gera cadeias de Markov ergddicas cuja distribui¢ao
estaciondria ¢ a distribuicao de probabilidades a posteriori do problema de escoamento.

2 O Modelo de Escoamento do Tracador

O modelo matemético, na escala de laboratério ou de Darcy (escla fina), que governa o escoa-
mento de tracadores em um meio poroso {2 é constituido por uma equagao de transporte linear
da concentracao do fluido marcado

Jc
a—i—u-Vc—O, (1)

e o campo de velocidades que é determinado pela lei de Darcy juntamente com a hipdtese de
incompressibilidade do fluido

u= -2y V.ou=0, 2)

onde k é um campo escalar de permeabilidades, com distribuicao log-normal, a ser especificado,
u e p sao as velocidades de Darcy e a pressao da mistura fluida. O coeficiente p representa
a viscosidade da mistura e ¢ a concentragao do fluido marcado. Neste modelo, supoe-se que o
meio porosos é indeformavel e a porosidade é igual a uma constante. Além disso, os efeitos da
gravidade, da compressibilidade e da dispersao na escala dos poros foram negligenciados.

As Equacoes (1) e (2) sao definidas em um dominio retangular Q = [0, L;]| x [0, L,], com
contorno regular 952 e, um intervalo de tempo 0 <t < T, com condigoes de contorno dadas por

u-n = —q, in r = 0,
p = 0, in z = L, (3)
u-n = 0, in y = 0elL,,
e condigao inicial do tipo Riemann
1, se <0,
olx,0) = { 0, se >0, (4)

onde n é o vetor normal unitario exterior a J{2 e x representa a varidvel espacial na direcao do
escoamento médio uniforme.

O método MCMC a dois estégios utiliza um modelo matematico na escala de campo (malha
grossa) a fim de reduzir o esforgo computacional e aumentar a taxa de aceitacdo das amostras
propostas do campo de permeabilidades [6, 8]. Neste caso, deve-se utilizar uma técnica de ups-
caling para modelar o escoamento do tracador na escala de campo, cuja estratégia utilizada
neste processo de mudanga de escala pode ser encontrada em [4]. A principal ideia desta técnica
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consiste na derivacao das equagoes na escala de campo e de um campo de permeabilidades equi-
valente, apropriado para a simulagao numérica na escala de campo do problema do escoamento
do tragador no interior do meio poroso [6, 8].

Na resolucao do problema de pressao-velocidade (2), para as malhas fina e grossa, as equagoes
diferenciais parciais sao discretizadas pelo método dos elementos finitos mistos, que sao adequa-
dos para o célculo acurado dos fluxos nos campos de permeabilidades heterogéneos [1]. J& na
resolugao da equagao de advecgao que governa o transporte do tragador (1) emprega-se o método
lagrangeano localmente conservativo Forward Integral Tracking (FIT) [2].

3 Modelagem Estocastica da Geologia

Para a parametrizacao das incertezas contidas nos meios porosos heterogéneos, emprega-se cam-
pos de permeabilidades escalares k(x) com distribuigao log-normal da forma:

k(x) = koe? ), (5)

onde kg € RT é uma constante, ¢ € R* é o fator que controla o grau de heterogeneidade do
meio e Y (x) é uma campo aleatério Gaussiano caracterizado por sua média (Y (x)) = 0 e sua
funcao de covariancia dada por uma lei de poténcia [3]

Clx,y) = (Y(x)Y(y) =[x —y[?, 8>0, (6)

onde () indica a média do conjunto e 3 é o coeficiente de Hurst [8].

Gera-se os campos aleatdrios Y (x) utilizando o método das Soma Sucessiva de Campos Gaus-
sianos Independentes (SSCGI) [3]. Este eficiente procedimento gera campos aleatérios Gaussi-
anos baseando-se na superposicao hierdrquica de malhas uniformes. A sua versao modificada,
adequada para a geracao de campos aleatorios condicionados, necessarios para a implementacao
dos métodos computacionais Bayesianos pode ser encontrada em [8].

4 O Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Neste trabalho, as simulacoes de quantificagao de incertezas sao empregadas com o intuito
de atualizar os campos de permeabilidades k (x), baseado-se no conhecimento prévio de um
conjunto de valores medidos da concentracao do tragador em alguns pontos especificos do meio
poroso O(c,). As informagoes referentes aos valores observados da concentragao sao introduzidos
no modelo através da funcao de verossimilhanga P (O(c,)|k (x)). Esta informacao adicional é
utilizada na selecao dos novos campos de permeabilidades através do Teorema de Bayes [5]

(k) o< P (O(co) |k (x)) P (k (x)) (7)

onde P (k (x)) e (k) = P (k (x)|O(c,)) sao, respectivamente, as distribui¢oes de probabilidade
a priori e a posteriori do campo de permeabilidades k (x). Supde-se que a fungao de verossimi-
lhanga segue uma distribui¢ao normal [5], isto é,

Yoty S [es(xis ) — colxi 1)) }

2
20f

P(O(co) [k (x)) o exp {— : (8)

onde cs(x;,t;) € ¢o(%4, ;) sao a concentracao simulada e observada do tragador, respectivamente.
O parametro 0]20 é a precisao associada as medidas simuladas e observadas, N, representa o
numero de vezes que a concentracao ¢ avaliada no tempo e Ng o nimero de sensores.

A ideia basica dos métodos MCMC é simular Cadeias de Markov ergédicas {k(®)} que tém
como sua distribuicao estacionédria (ou de equilibrio) a distribuicdo a posteriori de interesse
7(k). Para a construcao destas Cadeias de Markov, os métodos MCMC fazem uso de algoritmos
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especificos, nos quais pode-se destacar o algoritmo de Metropolis-Hastings (consultar [8] e as
referéncias 14 indicada). Para cada itera¢do, um campo de permeabilidades k é proposto usando
uma distribuicao instrumental q(k:|k(t)), onde o instante t representa o estado atual em que se
encontra a cadeia de Markov. Em seguida, resolve-se os problemas de pressao-velocidade (2)
e do transporte do tragador (1). Entao, o candidato k serd aceito como o préximo estado da
cadeia com probabilidade dada por

k
o) [ o () =00,

1 m (k™) q (k[k™) =0,

tal que k(**1) = k& com probabilidade a(k|k®)) e k*+1) = k(*) com probabilidade 1 — a/(k|k®)).

Considera-se, em seguida, o caso especial do algoritmo de Metropolis-Hastings baseado em
passeios aleatérios (random walk). O método SSCGI gera, numericamente, campos aleatérios
Gaussianos a partir da superposigao hierdarquica de malhas uniformes [3], isto é,

s (z 6 (x ) (10

n=0
&n (X)

onde b" x b, com n =0,1,2,---, é o tamanho de cada elemento e m = 1,2,...,b" é o nimero
de malhas em cada nivel n. A técnica do passeio aleatério (random walk) é aplicada & varidvel
&n,, (X) a0 invés da varidvel £, (x), ou Y (x), a fim de manter-se a mesma estrutura de construgao
dos campos Gaussianos Y (x). Assim, propoe-se Y (x) a partir do novo valor de &, (x) dado por

gnm =V 1-— g + \/hifzfv (11)

onde n =0,1,2,--- em =1,2,...,b". O parametro h; determina o tamanho do salto em cada
passo do algoritmo de Metropolis-Hastings e z¢ ¢ gerado a partir de uma distribuicao normal
com média 0 e variancia 1, isto é, z¢ ~ N (0,1). O processo de amostragem (11) é do tipo
random walk onde emprega-se uma distribuigdo instrumental autoregressiva [7]. A utilizagao
deste tipo de distribuicao é bastante vantajosa, pois nao se tem o problema de renormalizacao.
Geralmente, as simulagoes diretas do método MCMC apresentam a desvantagem de ne-
cessitar de um elevado esforgo computacional, uma vez que um grande niimero de simulacoes é
necessario para que obtenha-se a convergéncia da cadeia de Markov e uma boa taxa de aceitacao.
Portanto, a fim de minimizar este problema recorre-se a uma eficiente e rigorosa metodologia,
conhecida como método MCMC a dois estégios [6], que pode ser descrito pelo Algoritmo 1.

5 Resultados Numéricos

As simulacoes foram realizadas com um cédigo numérico serial considerando um tempo maximo
de simulagao de até 1.700 dias, em uma regido fisica bidimensional com dimensées L, = 128 m
e Ly, = 128 m. As simulagoes foram feitas empregando-se diferentes malhas na escala grossa:
16 x 16, 32 x 32 e 64 x 64 elementos. A malha usada na escala fina foi mantida fixa e possui
128 x 128 elementos. O passo de tempo utilizado na resolugdo da equacao de transporte linear
foi de At = 1 dia. Em todas as simulagoes o tragador é injetado uniformemente a uma taxa
constante de 0, 2 volumes porosos a cada ano. O nimero inicial de pontos sobre a frente de avanco
do tracador é de 256 pontos. Para evitar a influéncia da inje¢ao nos resultados numéricos, no
instante inicial especifica-se que o salto esteja localizado a 8 m de distancia da fronteira esquerda
do reservatério [8]. Na caracterizacdo da rocha do reservatério utiliza-se campos Gaussianos
aleatdrios obtidos com covariancia espacial fractal. O expoente de Hurst (3) ¢é igual a 0,5 e o
fator que controla o grau de heterogeneidade do meio (f) foi fixado em 0, 4.
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Para a obtengao dos resultados numéricos foram propostas 70.000 amostras, nas quais
selecionou-se conjuntos de realizacoes com 1.000 amostras aceitas de campos de permeabili-
dades. O pardmetro de perturbacao he do processo de amostragem do tipo random walk foi
igual a 0,0025 e o valor da precisao da medida observada foi 03 = 40]20, com 0]20 =1,0. As
localizagoes dos sensores S; = Si(z,y), i = 1,...,6, de monitoramento sao: S1=(35,0, 32,0),
S2=(35,0, 64,0), S3=(35,0, 96,0), S4=(75,0, 32,0), S5=(75,0, 64,0) e Ss=(75,0, 96,0). O valor
prescrito da permeabilidade em cada sensor é ky # 0 e a concentracao c(xz;,t;) foi avaliada a
cada 1 dia de simulacao. Os valores de referéncia sao obtidos gerando-se um campo de perme-
abilidades de referéncia e resolvendo-se acuradamente os problemas de pressao-velocidade (2) e
de transporte do tracador (1), em uma malha fina.

Na Tabela 1 sao apresentados as taxas de aceitagao, para as 1.000 primeiras amostras aceitas
de campos de permeabilidades, obtidas com as malhas grossas de 16 x 16, 32 x 32 e 64 X
64 elementos. Observa-se que quando passa-se de uma malha de 16 x 16 elementos para uma
malha de 32 x 32 e 64 x 64 a taxa de aceitacao reduz 3,2% e 2,1%, respectivamente. Estes
resultados s@o esperados, uma vez que a taxa de aceitacdo é fortemente influenciada pelos
valores da precisao das medidas, oy e 0,4, e dos erros nas malhas grossa e fina.

Tabela 1: Taxas de aceitagdo para 1.000 primeiras amostras aceitas.
Método MCMC a dois estagios

Malhas na escala grossa | 16 x 16 | 32 x 32 | 64 x 64
Propostas 49.430 | 68.002 | 55.135
Aceitas: malha grossa 10.738 | 16.365 | 13.861
Aceitas: malha fina 1.000 1.000 1.000
Taxa de aceitacao 9,31% | 6,11% | 7,21%

A Figura 1 apresenta a variagao do erro na malha fina em fungao dos primeiros 1.000 campos
de permeabilidades aceitos, obtidos com malhas na escala grossa de 16 x 16, 32 x 32 e 64 x 64
elementos.

Erros da concentragéo do tragador

0 200 400 600 800 1000

IteragGes aceitas

Figura 1: Erro na malha fina da concentracao do tragador em funcao das amostras aceitas.

Pode-se observar que para todas as malhas as cadeias de Markov convergiram para a distri-
buicao estaciondria de interesse. Os erros decresceram de valores da ordem de aproximadamente
5-10% para 10 - 10°. Os valores baixos destes erros sdo a garantia de que os campos aceitos
possam fornecer, para a concentracao simulada, valores préximos aos medidos nos sensores.
Esse fato pode ser verificado observando-se a Figura 2, que contém os graficos dos perfis médios
de concentracao simulada do tracador nas posigoes correspondentes a localizagao dos diferentes
sensores instalados no meio poroso.
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Figura 2: Valores da concentracao do tracador em diferentes sensores.

Foi levado em consideracao um conjunto de 800 amostras aceitas dos campos de permea-
bilidades, apds o periodo de aquecimento de 200 campos aceitos. Como se pode observar, em
todos os casos, existe uma boa concordancia entre os perfis da concentragao média simulada do
tragador e os observados.

6 Conclusao

Neste trabalho foi utilizado uma abordagem Bayesiana para a atualizacao dos campos de per-
meabilidades, baseada no conhecimento prévio dos valores da concentracao do tragador e da
permeabilidade em alguns pontos especificos do meio poroso. O método da Soma Sucessiva de
Campos Gaussianos Independentes foi usado para gerar as amostras dos campos de permea-
bilidades na solucao do problema inverso estocastico associado ao escoamento do tracador em
formagoes heterogéneas. Na solugao do problema inverso complexo, foi utilizado o método Monte
Carlo via Cadeias de Markov a dois estdgios, cujo o processo de amostragem é do tipo random
walk onde emprega-se uma distribuicao instrumental autoregressiva. Os resultados numéricos
obtidos indicam que esta abordagem é promissora para a caracterizacdo dos campos de perme-
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abilidades. Como perspectiva futura do presente trabalho cita-se, por exemplo, a utilizacao do
método MCMC a dois estagios na quantificacao de incertezas de problemas envolvendo escoa-
mentos multifasicos.

Algoritmo 1: Método MCMC a dois estagios.
1 Passo: Facat =0 e especifique um valor inicial k) tal que 7 (k(o)) > 0.

2 Passo: Gere um candidato &,,, ~ q (5nm\§,§2) Entao gere um campo de permeabili-
dades k(x) dado por In(k(x)) =Y (x).

3 Passo: Resolva na malha grossa os problemas de pressao-velocidade e do transporte.

4 Passo: Calcule a probabilidade de aceitacao na malha grossa @ (k‘\k(t)).

5 Passo: Gere uma varidvel aleatoria u com distribuigao uniforme U(0,1) e teste se
o campo proposto serd aceito ou nao, isto €, k*tY = k com probabilidade a(k|k<t)), e
D = k() com probabilidade 1 — @ (kz]k(t)). Se k for rejeitado retorne ao Passo 2.

6 Passo: Resolva na malha fina os problemas de pressao-velocidade e do transporte.

7 Passo: Cualcule a probabilidade de aceitacdo na malha fina o (k\k(t)).

8 Passo: Gere uma varidvel aleatéria u com distribuicao uniforme U(0,1) e teste se
o campo proposto serd aceito ou nao, isto €, KtV = k com probabilidade o (k!k(t)), e
LD = k() com probabilidade 1 — o (k:|k:(t)). Se o campo proposto k for rejeitado retorne
ao Passo 2.

9 Passo: Incremente t = t+1, retorne ao Passo 2 e continue o procedimento até atingir
a convergéncia.
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