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Resumo: A Geometria da Informação é uma área da matemática que utiliza ferramentas
geométricas no estudo de modelos estat́ısticos. Em 1945, Rao introduziu uma métrica Rie-
manniana no espaço das distribuições de probabilidade usando a matriz de informação, dada
por Ronald Fisher em 1921. Com a métrica associada a essa matriz, define-se uma distância
entre duas distribuições de probabilidade (distância de Rao), geodésicas, curvaturas e outras
propriedades do espaço. Desde então muitos autores veem estudando esse assunto que está na-
turalmente ligado à diversas aplicações: inferência estat́ıstica, processos estocásticos, teoria da
informação, distorção de imagens.

Neste trabalho mostramos a distância de Rao no espaço formado por distribuições Normais
Multivariadas. Neste espaço, como ainda não é conhecida uma fórmula fechada para a distância
e nem para a curva geodésica, damos ênfase ao cálculo de limitantes para a distância de Rao.
Conseguimos melhorar, em alguns casos, o limitante superior dado por Calvo e Oller em 1990.
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1 Métrica de Fisher

Seja S uma famı́lia de distribuições de probabilidade sobre X. Suponha que cada elemento de
S, uma distribuição de probabilidade, seja parametrizado por n variáveis reais (θ1, θ2, · · · , θn),
isto é,

S = {pθ = p(x,θ);θ = (θ1, θ2, · · · , θn) ∈ Θ},

para Θ ⊂ Rn e a aplicação injetiva θ 7→ pθ. Chamamos S de modelo estat́ıstico de dimensão n.
Dado um modelo estat́ıstico S = {pθ;θ ∈ Rn} podemos definir uma aplicação injetiva

ϕ : U → S, U ⊂ Rn, dada por ϕ(θ) = pθ. Dessa forma, dado pθ ∈ S, o par (U,ϕ) é um
sistema de coordenadas para S em torno de pθ e dizemos que (θ1, θ2, · · · , θn) = (θi) são as
coordenadas de pθ nesse sistema de coordenadas. Seja agora ψ um difeomorfismo injetivo de Θ
em ψ(Θ) tal que ψ e ψ−1 sejam C∞, se usarmos ξ = ψ(θ) como nosso parâmetro em vez de θ,
obtemos S = {pψ−1(ξ); ξ ∈ ψ(Θ)}, a qual é a mesma famı́lia de distribuição de probabilidade
S = {pθ;θ ∈ Θ}.

Se tomarmos parametrizações que são difeomorfismos C∞ então podemos considerar S uma
variedade diferenciável C∞, qual chamamos de variedade estat́ıstica.

Agora, dada a definição de variedade estat́ıstica vamos definir uma métrica nesse espaço.
Essa métrica é dada pela matriz de informação de Fisher, definida abaixo:

Definição 1. (Matriz de informação Fisher) Seja S = {pθ;θ ∈ Θ} um modelo estat́ıstico de
dimensão n. Dado um ponto θ ∈ Θ, a matriz de informação Fisher de S em θ é a matriz
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G(θ) = [gij(θ)] de ordem n, com

gij(θ) = Eθ[∂i log p(x,θ)∂j log p(x,θ)] =

∫
∂i log p(x,θ)∂j log p(x,θ)p(x,θ)dx,

caso a integral exista. Aqui, ∂i
def
= ∂

∂θi
e Eθ é a esperança com respeito a distribuição pθ,

Eθ[f ] =
∫
f(x)p(x,θ)dx. Para n = 1, chamamos G(θ) de informação Fisher.

Uma variedade estat́ıstica S munida da métrica acima é uma variedade Riemanniana.

Exemplo 2. Uma distribuição normal univariada com média µ e desvio padrão σ, N(µ, σ) é
definida por

p(x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
x− µ
σ

)2
]
.

Figura 1: Distribuição normal univariada, N(0, 1).

Seja S = {pθ;θ ∈ Θ} nosso modelo estat́ıstico formado por essas distribuições. Nesse caso
o parâmetro θ é dado por duas variáveis θ = (θ1, θ2) ∈ Θ = {(µ, σ);µ ∈ R, σ ∈ (0,+∞)}. A
matriz de informação de Fisher de S em θ = (µ, σ) é dada por

G(θ) =

(
1
σ2 0
0 2

σ2

)
.

2 Distância entre distribuições

Nesta seção vamos mostrar a distância entre duas distribuições para algumas famı́lias de dis-
tribuições de probabilidade. Encontrar distância geodésicas é um problema muito complexo,
pois requer a resolução de equações diferencias de segunda ordem. Em 1945, Rao [8] calculou a
distância geodésica entre duas distribuições normais univariadas. Desde então diversos autores
veem trabalhando com o problema de encontrar formulas gerias para distribuições geodésica de
algumas distribuições, veja [2, 9, 6, 3] .

2.1 Distribuições Normais Univariadas

Para distribuições normais, com parâmetros θ = (µ, σ), a métrica associada a matriz dada no
Exemplo 2 é

ds2 =
dµ2 + 2dσ2

σ2
.

Agora, dadas duas distribuições normais N(µ1, σ1) e N(µ2, σ2), queremos saber qual a
distância entre elas. Dados dois pontos P = (µ1, σ1) e Q = (µ2, σ2) do espaço dos parâmetros
dado pelo plano superior média×desvio padrão, H2

F , a distância entre P e Q é dada por

dH2
F

(P,Q) = min

{∫
γ

√
〈γ′(t), γ′(t)〉H2

F
dt; γ é curva diferenciável ligando P e Q

}
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Observando a matriz da métrica, vemos que é um modelo geométrico hiperbólico o qual pode
ser relacionado com o plano de Poincaré, H2 = {(x, y) ∈ R2; y > 0}. A distância de Fisher e
Poincaré estão relacionadas por

dH2
F

((µ1, σ1); (µ2, σ2)) =
√

2dH2

((
µ1√

2
, σ1

)
;

(
µ2√

2
, σ2

))
.

Em [6], temos que a distância é Rao, é dada por

dH2
F

((µ1, σ1); (µ2, σ2)) =
√

2 log

∣∣∣( µ1√
2
, σ1

)
−
(
µ2√
2
,−σ2

)∣∣∣+
∣∣∣( µ1√

2
, σ1

)
−
(
µ2√
2
, σ2

)∣∣∣∣∣∣( µ1√
2
, σ1

)
−
(
µ2√
2
,−σ2

)∣∣∣− ∣∣∣( µ1√
2
, σ1

)
−
(
µ2√
2
, σ2

)∣∣∣ .
Dessa forma, as geodésicas de H2

F são as imagens das geodésicas de H2 por meio da trans-
formação

(µ, σ)→
(
µ√
2
, σ

)
.

Essas geodésicas são as semi-retas verticais positivas e as semi-elipses centradas em σ = 0 com
excentricidade 1√

2
.

Figura 2: Curva geodésica ligando P e
Q no plano µ× σ.

Figura 3: Distribuições normais asso-
ciadas aos pontos P e Q.

2.2 Distribuições Normais Multivariadas

Uma distribuição normal multivariada é definida por

p(x;µ,Σ) =
(2π)−(n

2 )√
Det(Σ)

exp

(
−(x− µ)tΣ−1(x− µ)

2

)
,

para xt = (x1, · · · , xn), o vetor de médias µt = (µ1, · · · , µn) e a matriz de covariância Σ de
ordem n simétrica definida positiva.

Seja M = {pθ;θ ∈ Θ = Rn × Pn(R)} o modelo estat́ıstico formado por essas distribuições.
A equação da métrica da informação de Fisher deM, dada por Skovargaard, ver referência [9] é

ds2 = dµtΣ−1dµ+
1

2
tr[(Σ−1dΣ)2],

com dµt = (dµ1, · · · , dµn) ∈ Rn e dΣ = [dσij ] ∈ Pn(R).
Como ainda não é conhecida uma fórmula fechada pra distância de Rao no caso geral, a

seguir descreveremos a distância de Rao de algumas subvariedades M.
Para estudar o espaço formado por essas distribuições, primeiro vamos analisar alguns casos

particulares.
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2.3 A matriz de covariância é uma matriz diagonal

Seja MD = {pθ;θ = (µ,D) ∈ ΘD}; ΘD = {(µ,D), D é diagonal} ⊂ Θ, uma subvariedade
de M formada pelas distribuições cujo a matriz de covariância é uma matriz diagonal D. A
métrica de Fisher de MD é

ds2 =dµtΣ−1dµ+
1

2
tr[(Σ−1dΣ)2] = dµtD−1dµ+

1

2
tr[(D−1dD)2]

=
n∑
i=1

(dµi)
2

dii
+

1

2
tr[D−2dD2] =

n∑
i=1

(dµi)
2

dii
+

1

2

n∑
i=1

(ddii)
2

d2ii
.

Se a matriz D = Σ com a diagonal formada por σ2i ’s, i = 1, · · · , n, MD é parametrizado
por uma interseção de espaços metade no R2n, com θ = (µ1, σ1, µ2, σ2, · · · , µn, σn) e a matriz
de informação Fisher é: 

1
σ2 0 · · · 0 0
0 2

σ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1
σ2 0

0 0 · · · 0 2
σ2

 .

A distância para pontos entre duas distribuições com parâmetros θ1 = (µ11, σ11, µ12, σ12, · · · , µ1n, σ1n)
e θ2 = (µ21, σ21, µ22, σ22, · · · , µ2n, σ2n) é

d(θ1,θ2) =

√√√√√√2

n∑
i=1

log

∣∣∣(µ1i√
2
, σ1i

)
−
(
µ2i√
2
,−σ2i

)∣∣∣+
∣∣∣(µ1i√

2
, σ1i

)
−
(
µ2i√
2
, σ2i

)∣∣∣∣∣∣(µ1i√
2
, σ1i

)
−
(
µ2i√
2
,−σ2i

)∣∣∣− ∣∣∣(µ1i√
2
, σ1i

)
−
(
µ2i√
2
, σ2i

)∣∣∣
2

. (1)

2.4 A matriz de covariância é constante.

Seja MΣ = {pθ;θ = (µ,Σ) ∈ Θ, Σ = Σ0 ∈ Pn(R) constante} uma subvariedade formada por
distribuições de normais multivariadas que possuem a mesma matriz de covariância Σ. Nesse
espaço podemos relacionar a métrica com a métrica de um espaço Euclidiano. A métrica de
Fisher de MΣ é

ds2 = dµtΣ−1dµ,

e a distância entre duas distribuições normais multivariadas parametrizadas por θ1 = (µ1,Σ) e
θ2 = (µ2,Σ) é

dΣ(µ1,µ2) =
√

(µ1 − µ2)tΣ−1(µ1 − µ2).

2.5 O vetor das médias é constante.

Até agora apresentamos a distância de Rao em algumas subvariedades de M. Acontece que
nenhuma das subvariedades citadas são subvariedades totalmente geodésicas. A seguir, apresen-
tamos uma subvariedade totalmente geodésica de M.

Seja Mµ = {pθ;θ = (µ,Σ) ∈ Θµ}, Θµ = {(µ,Σ); µ = µ0 ∈ Rn constante} ⊂ Θ uma
subvariedade formada por distribuições que possuem o mesmo vetor de médias µ. A distância
nesse espaço é dada pelo seguinte teorema dado por S. T. Jensen em 1976, ver [2] no Apêndice
1.

Teorema 3. Considere a famı́lia de distribuições normais multivariadas Mµ com o vetor da
média comum µ mas com diferentes matrizes de covariância Σ. Dados dois elementos dessa
famı́lia, parametrizados por θ1 = (µ,Σ1) e θ2 = (µ,Σ2), a distância entre dois elementos dessa
famı́lia é dada por

d2µ(Σ1,Σ2) =
1

2

n∑
i=1

[log(λi)]
2,
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para 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn autovalores de Σ−11 Σ2.

3 Limitantes para a distância

Em 1990, Calvo e Oller, [4], calcularam um limite inferior para a distância de Rao. Eles definiram
um mergulho de Θ em Pn+1(R) através da aplicação:

f : Θ→Pn+1(R)

(µ,Σ) 7→
(

Σ + µµt µ
µt 1

)
.

Uma fórmula para a distância Riemanniana d entre f(θ1) e f(θ2) é dada pelo teorema abaixo.

Teorema 4. Seja Si = f(θi) = f(µi,Σi), i = 1, 2, dois pontos de f(Θ), então

d2(S1,S2) =
1

2

n+1∑
k=1

[log(λi)]
2,

para λk autovalor de S−11 S2.

Assim, temos que a distância dada pelo teorema acima é limitante inferior para a distância
de Rao do espaço M.

Em um outro artigo, [5], Calvo e Oller calcularam um limite superior para a distância de
Rao. Eles definiram uma distância para o subconjunto ΘαΣ ⊂ Θ,

ΘαΣ = {θ = (µ,Σ) ∈ Θ; Σ = αΣ0,Σ0 ∈ Pn(R), α ∈ R∗+}.

Dados dois pontos θ1 = (µ1,Σ) e θ2 = (µ2, αΣ)

d2αΣ(θ1,θ2) = 2 arccosh

(√
α

2
+

1

2
√
α

+
1

4
√
α
δtδ

)
+
n− 1

2
log2 α,

com δ = Σ−
1
2 (µ2 − µ1).

Com essa distância eles determinam um limite superior para distância de Rao, dR, da vari-
edade M no caso geral. Dados pontos θ1 = (µ1,Σ1), θα = (µ2, αΣ1) e θ2 = (µ2,Σ2), temos
que

dR(θ1,θ2) ≤ dR(θ1,θα) + dR(θα,θ2) ≤ dαΣ(θ1,θα) + dµ(θα,θ2),

ou seja, LSα = dαΣ(θ1,θα) + dµ(θα,θ2) é um limitante superior para a distância de Rao entre
θ1 e θ2.

Podemos melhorar esse limitante escolhendo um α adequado. Em [5], Calvo e Oller de-
terminam uma expressão anaĺıtica do escalar α que minimiza a distância entre θα e θ2, α =

‖Σ−
1
2

1 Σ2Σ
− 1

2
1 ‖

1
n . O mı́nimo para LSα pode ser calculado através de métodos numéricos, isto é,

podemos encontrar um α0 tal que α0 = min
α
{dαΣ(θ1,θα) + dµ(θα,θ2)}.

Calculamos um outro limitante superior para a distância de Rao usando a distância do espaço
onde a matriz de covariância Σ é diagonal. Dados pontos θ1 = (µ1,Σ1) e θ2 = (µ2,Σ2), temos
que

d(θ1,θ2) = d((0, I); (Σ
−(1/2)
1 (µ2 − µ1),Σ

−(1/2)
1 Σ2Σ

−(1/2)
1 )),

Fazendo θ0 = (0, In), θ̄2 = (µ̄2, Σ̄2) = (Σ
−(1/2)
1 (µ2 − µ1),Σ

−(1/2)
1 Σ2Σ

−(1/2)
1 ) e θΛ = (µ̄2,Λ),

onde Λ é a projeção de θ̄2 na sua diagonal, temos

dR(θ1,θ2) = d(θ0, θ̄2) ≤ dR(θ0,θΛ) + dR(θΛ, θ̄2) ≤ dD(θ0,θΛ) + dµ(θΛ, θ̄2),
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e dD é a distância dada na Equação 1. Assim encontramos outro limitante para a distância de
Rao dado por LSΛ = dD(θ0,θΛ) + dµ(θΛ, θ̄2).

Também podemos melhorar o limitante LSΛ através de métodos numéricos, observe que ele
é obtido projetando θ2 no espaço ΘD = {(µ,Σ); Σ = D diagonal}. Logo, basta encontrar uma
matriz diagonal Λ0 tal que Λ0 = min

Λ
{dD(θ0,θΛ) + dµ(θΛ, θ̄2)}.

Munidos desses limitantes, mesmo sem uma expressão expĺıcita para o cálculo da distância
de Rao em M, dados dois pontos nesse espaço podemos determinar o intervalo no qual o valor
da distância entre esses dois pontos se encontra.

Fizemos algumas simulações e vimos que, em alguns casos, o nosso limitante (LSΛ) é me-
lhor que o limitante dado por Calvo e Oller (LSα). As figuras abaixo mostram os valores dos
limitantes para a distância de Rao entre o ponto θ = (0, I2) e um ponto θ = (µ,Σ). Na Figura
4, tomamos θ, tais que os autovalores da matriz Σ assumem valores próximos de 1 e na Figura
5 os autovalores de Σ assumem valores grandes.

Figura 4: Gráfico dos valores dos limitantes LI,
LSΛ e LSα.

Figura 5: Gráfico dos valores dos limitantes LI,
LSΛ e LSα.
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