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Resumo: A distribui¢ao Weibull é muito popular para dados em modelagem de vida. Em [3]
€ apresentada uma introducao a familia gama-generalizada de distribuicdes. Dai tem-se, como
proposta, a distribui¢ao Weibull Exponencial de Zografos (WEZ). A WEZ tem a distribui¢ao
Weibull, exponencial e Rayleigh como casos particulares. Um tratamento compreensivo das pro-
priedades matemdticas da WEZ € feita, sendo encontradas as expressoes para a média, variancia,
coeficiente de assimetria e curtose e fez-se um ajuste pelo método da mdxima verossimilhanga.
Verificando pela log-verossimilhanca que o melhor ajuste foi das estimativas pelo método de
mdazima verossimilhanca. Dessa forma a distribuicdo Weibull Exzponencial de Zografos pode ser
utilizada para ajustar dados de andlise de sobrevivéncia.
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Introducao

A distribui¢ao Weibull, tendo exponencial e Rayleigh como casos especiais, é uma distribui¢ao
muito popular para dados em modelagem de vida. Nos tltimos anos, novas classes de distri-
buigoes foram propostas com base em modificagoes da distribuicao Weibull para lidar com a
taxa de falha em forma de banheira. Uma boa revisao de alguns destes modelos é apresentada
por [1].

O artigo [2], propos a distribuigao Beta Weibull Modificada (BWM) que apresentou fle-
xibilidade para acomodar varias formas da funcao de taxa de falha, por exemplo, forma de
U e unimodal, sendo, portanto, muito utilizada em uma variedade de aplicagbes nas areas de
confiabilidade, Medicina e Biologia, bem como em outras areas de investigagao.

Este artigo tem o objetivo de utilizar a generalizacao proposta por [3] para generalizar a
distribuicao Weibull. Pretende-se desenvolver a fungao densidade de probabilidade, a funcao de
risco, a média, a variancia, o coeficiente de assimetria, o coeficiente de curtose e o ajuste pelo
método de maxima verossimilhanga da nova distribui¢ao: Weibull Exponencial de Zografos.

Metodologia

A distribuicdo de Weibull foi proposta originalmente por W. Weibull em estudos relacionados
ao tempo de falha devido a fadiga de metais. A distribuicdo Weibull é uma distribuicao pro-
posta para andlise de confiabilidade. Ela é uma distribuicao muito flexivel, e por esta razao,
amplamente utilizada. Na maioria dos casos, a fungao densidade é definida como [4]
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Foram desenvolvidas e discutidas véarias formas de generalizagao de distribuig¢oes nos ultimos
anos. Foi introduzida em [3] a familia gama-generalizada de distribui¢oes. Definiram a fungao
de distribui¢ao acumulada da gama-generalizada (para x € R) por:

1 —log[G(x;6)]

F(z) = —/ 0 Le tat,
I'(d) Jo

em que G(z) =1 — G(x) é a fungdo de sobrevivéncia e I'(§) = [ 2%~ le~"dz ¢ a funcdo gama.

Neste artigo utilizamos esta forma de generalizagao para a distribuicao Weibull. Desta forma

a fungao de distribuicao acumulada da distribuicao Weibull Exponencial de Zografos é dada por:

fLog(e_Bx) 0
F(z) = / AI(AE)P e gy
0

Flz)=1— ¢ (B (1)

em que z >0, 3>0,0>0e\>0. Neste caso utilizou-se G(z) = e 7% que é a funcio de
sobrevivéncia da Exponencial. Os parametros 8 > 0 e 8 > 0 sao de forma, A > 0 é o de escala.
A funcédo densidade é dada por:

f(@) = BOA(ABz)?~Tem (PN (2)

emquex >0, 08>00>0e)\>0.

A distribui¢ao Weibull Exponencial de Zografos tem como casos especiais: para 8 = 1 tem-se
a distribuicao Weibull; para § = 1 e 0 = 1 tem-se a distribui¢do exponencial; e para 5 = 1,
0 =2e \=1/o0 tem-se a distribuicao Rayleigh.

A funcéo de risco é usada para calcular o risco de um dado individuo vir a falhar em um
dado instante t e é obtida pela seguinte relagao:

h(t) = %

Substituindo f(t) e S(t) = 1 — F'(t) na expressao anterior pela funcao densidade de proba-
bilidade e a funcao de sobrevivéncia da distribuicao Weibull Exponencial de Zografos, a func¢ao
de risco é dada por:

h(z) = BOA(AGz) ! (3)

emquex>0,8>0,0>0eA>0.

E necessdrio enfatizar a importancia e a necessidade dos momentos em qualquer andlise
estatistica especialmente em trabalhos aplicados. Algumas das mais importantes caracteristicas
de uma dada distribuicao pode ser estudada através dos momentos: média, variancia, coeficiente
de assimetria e curtose. Seja X uma varidvel aleatéria com fungao densidade de probabilidade
dada pela distribuicao Weibull Exponencial de Zografos os quatro primeiros momentos, a média,
a variancia, o coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose sao dados, respectivamente, por:

L[g)

M:W (4)

0°r[%?] - I(3)°
I (5)

Var =
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Ur[49) - ST)(C[ — 40T (JT[3) + 40°T(3)
Curtose = g (Hzf[i] - F[%]g)Q . . (7)

Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias, independentes e identicamente distribuidas se-
guindo uma WEZ e £ = (3, \,0)’, a fungao de verossimilhanga é expressa como segue:

L(€) = (B0A)" [[ (M) Lem Zima () ®
i=1
O logaritmo da fungao de verossimilhanca é dada por:

n

1€) = log(L(£)) = nlog(BOX) + (0 — Dlog [ [(ABz:) = > _(BAz)? 9)

=1 =1
Resultados e Discussoes

A seguir estao os graficos da funcgdo densidade de probabilidade, a fungao de risco, a média,
a variancia, o coeficiente de assimetria e curtose e o ajuste pela funcao de verossimilhanca da
distribui¢ao Weibull Exponencial de Zografos.

A Figura 1 ilustra algumas das formas da funcio densidade de probabilidade e da funcao de
risco com A e 6 fixos e variando o 8. Verifica-se que a fun¢do densidade tem formas diferentes
para cada [, quando [ tende a 1 se aproxima da Weibull. A funcdo de risco é crescente para
qualquer valor de 3, porém quanto maior for o valor atribuido a este parametro, maior serd o
risco.

A=2,0=15 A=2,0=15
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Figura 1: Fungao densidade de probabilidade e funcao de risco com A e 6 fixos e variando o

A Figura 2 apresenta a funcao densidade de probabilidade e a fun¢ao de risco com S e 8 fixos
e variando o A. Observa-se que a funcao densidade tem a mesma forma diferenciando a escala,
quando o A aumenta a dispersao diminui. O comportamento da funcao de risco para A fixo é
semelhante ao ocorrido com 3, porém com amplitude reduzida.
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Figura 2: Funcao densidade de probabilidade e fungao de risco com f e 6 fixos e variando o A

A Figura 3 apresenta a fungio densidade de probabilidade e a fungao de risco com 3 e A fixos
e variando o 0. Nota-se que a funcao densidade tem diferentes formas diferenciando de acordo
com o 6, quando o 8 aumenta seu formato se torna simétrico. A funcdo de risco é crescente para
qualquer valor de 6, no entanto o risco tende a aumentar mais rapido quando o tempo aumenta
para valores de 6 maiores que 2. Um comportamento inverso ocorre para 6 < 2.
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Figura 3: Funcao densidade de probabilidade e fungao de risco com 3 e A fixos e variando o 6
A Figura 4 apresenta a média, variancia, coeficiente de assimetria e curtose com A e 6 fixos

e variando o 8. A média decresce e tende a se concentrar na origem quando se aumenta o 8. A
variancia decresce quando o 3 cresce.
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Figura 4: A média e varidncia com A e 6 fixos e variando o 3
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A Figura 5 apresenta os coeficientes de assimetria e curtose com A e ¢ fixos e variando o 5.
O coeficiente de assimetria e curtose apresentam resultados semelhantes, para um valor fixo de
x, quando o 3 cresce a assimetria e a curtose diminuem e tendem a se concentrar na origem.

A=2,0=15
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Figura 5: Coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose com A e 6 fixos e variando o 8

Coeficiente de curtose

Fez-se uma simulagao com 100 valores da distribuicaio WEZ com § =1,2, A=2e 6 = 1,5.
Ajustou-se aos dados a densidade com os parametros verdadeiros acima e com sua estimativa
de méxima verossimilhanca via algoritmo de estimacao BFGS. Os estimadores de maxima ve-
rossimilhanga foram 8 = 1,56, A = 1,56 e # = 1,57. A Figura 6 mostra o histograma com o
ajuste dos parametros e da funcao de log-verossimilhanca da distribuicao Weibull Exponencial
de Zografos.
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Figura 6: Histograma com ajuste dos parametros e da funcao de log-verossimilhanga

Verifica-se que o ajuste das estimativas pelo método de maxima verossimilhanca foi melhor
do que dos parametros estipulados. Para medir qual o melhor ajuste pode-se utilizar a log-
verossimilhanga que é dada por:

€)= logf (& )
=1

O ajuste que obter a maior log-verossimilhanga é melhor. Os valores da log-verossimilhanga
foram 5,79 para os parametros estipulados e 5,82 para o ajuste pelo método de maxima verossi-
milhanga. Dessa forma o melhor ajuste foi da estimativa pelo método de méaxima verosimilhanga.
Com isso, conclui-se que a distribuicao Weibull Exponencial de Zografos pode ser utilizada para
ajustar dados de andlise de sobrevivéncia.
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Conclusoes

Neste artigo, foi introduzida a distribuicado Weibull Exponencial de Zografos que é uma ge-
neralizagao da distribuigao Weibull pelo método introduzido por [3]. Encontrou-se os quatro
primeiros momentos: média, variancia, coeficiente de assimetria e curtose. Utilizou-se o método
da méaxima verossimilhanca para ajustar os parametros da distribuicao Weibull Exponencial de
Zografos. Verificando pela log-verossimilhanca que as estimativas pelo método de maxima veros-
similhanga teve melhor ajuste. Concluindo que a distribuicao Weibull Exponencial de Zografos
pode ser utilizada para ajustar dados de anélise de sobrevivéncia.
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