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Resumo: No solo, o calor e agua sdo importantes na germinacdo de sementes, no
desenvolvimento de plantas e no transporte de nutrientes e solutos. Sendo assim, é proposto um
modelo semi-empirico com acoplamento dos problemas hidraulico e térmico no solo simulado
através de dados sintéticos. O modelo é composto por um sistema de duas Equagdes
Diferenciais Parciais: a Equacdo de Richards e a Equacdo da Energia. Neste trabalho, o
Problema Inverso foi utilizado para estimar parametros com base em dados sintéticos e
verificar se o modelo semi-empirico proposto é viavel do ponto de vista de tempo
computacional para ser utilizado como Problema Direto de um Problema Inverso. Devido ao
grande numero de parametros a serem determinados foi utilizado o Método de Levenberg-
Marquardt, que se mostrou eficiente quanto a precisédo e tempo computacional. A eficiéncia
deste método esta diretamente ligada ao parémetro de regularizacéo utilizado no mesmo.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo semi-empirico, Problema Inverso, Método de Levenberg-
Marquardt.

INTRODUCAO

A agricultura é uma atividade que gera alimentos e riquezas. O estudo do solo e suas
propriedades além de ser indispensavel para o desenvolvimento da agricultura também abrange
estudos importantes para o desenvolvimento de obras de engenharia civil, bem como o
entendimento do ecossistema. No solo, os gradientes de temperatura e o teor de &gua sdo
importantes na germinacdo de sementes, no desenvolvimento de plantas e no transporte de
nutrientes e solutos.

AVI (2011) propds um modelo semi-empirico, que consiste no acoplamento dos
problemas hidraulico e térmico através de dados experimentais. Devido a indisponibilidade de
dados experimentais de laboratério ou de campo foram realizadas simulagdes utilizando dados
sintéticos (artificiais) supondo o comportamento das variaveis.

O modelo semi-empirico consiste na resolucdo do sistema de Equacgdes Diferenciais
Parciais composto pela equacdo que descreve a dindmica da &gua no solo (Equacdo de
Richards) e pela equacdo que descreve o comportamento da temperatura no solo (Equacéo do
Calor). O acoplamento é justificado por Hillel (1998) que afirma que gradientes de temperatura
induzem a transferéncia de 4&gua, assim como, gradientes de teor de agua induzem a
transferéncia de calor. Essa reciprocidade nos sugere que as propriedades hidraulicas sofrem
influéncia da temperatura e as propriedades térmicas sofrem influéncia da dindmica da agua no
solo.

Neste trabalho, o Problema Inverso foi utilizado para: analisar o desempenho do modelo
semi-empirico proposto para a determinacdo dos parametros; bem como, para a analise do
método utilizado em relacdo a precisdo na determinacdo dos parametros e a economia do tempo
de simulacéo.

Quando se objetiva analisar os efeitos resultantes a partir do conhecimento das causas,
trata-se de um Problema Direto. J& no Problema Inverso deseja-se conhecer as causas, através
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de observacfes dos efeitos que sdo conhecidos. Entende-se por causas, num modelo
matematico, as condicBes iniciais e de contorno das equacdes diferenciais parciais, termos de
fonte e propriedades do sistema e/ou material (VELHO, 2008).

Foi utilizado o Método de Levenberg-Marquardt (MLM) (OZISIK e ORLANDE, 2000).
A opcao por este método se deve ao grande nimero de parametros a serem determinados. Este é
um método deterministico, assim como o Método de Newton e o Método de Quase-Newton. O
MLM apresenta Gtimas taxas de convergéncia devido ao parametro de regularizacdo, que é
determinado através de testes numéricos, sendo isto o que diferencia este método dos outros
dois citados.

METODOLOGIA

Problema Direto

Nas simula¢fes do problema Inverso, 0 modelo semi-empirico caracteriza o problema
Direto, que consiste na resolucdo simultanea do sistema de Equacgdes Diferenciais Parciais
formado pela Equacédo de Richards, que por sua vez descreve a dindmica da agua no solo, dado
pela Equacdo (1), com suas respectivas condigdes de contorno e inicial, (Egs. (2), (3) e (4)):

e éz% para 0<z<H e O<t<tf )
AOH=EO para 0<t<ftf 2
i) HO=C para o<t<tf ©)
EO—D para 0<z<H (4)

Onde: @ € o teor de agua (adimensional); K é a condutividade hidraulica (m/s); Yo 6o
potencial matricial (Pa); z é a profundidade (m); H é a altura da coluna de solo (m); t € o tempo

(s); tf é o tempo final (s); T é a temperatura (°C); ®, é a condicéo de contorno para a superficie
(adimensional); ®, € a condicéo inicial (adimensional). Juntamente com a Equacéo do Calor,

que descreve o comportamento da temperatura no solo, dado pela Equagdo (5), com suas
respectivas condigOes de contorno e inicial, (Egs. (6), (7) e (8)):

a I

@:gi@é_ para 0<z<H e O<t<ftf (5)
TOt)=T,(t) para O<t<tf (6)
T(H,t)=T,(t) para O<t<tf @)
TZO=L para 0<z<H (8)

Onde: o é a difusividade térmica (m?/s); T, e T, sdo, respectivamente, as condi¢des de

contorno para a superficie e fundo (°C); Toéa condicdo inicial (°C).
O acoplamento ocorre pela consideracao da varia¢do da condutividade hidraulica saturada
em funcdo da temperatura, Equacdo (9), que vem a contribuir para determinar a condutividade
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hidraulica utilizada na Equacdo de Richards dada por Van Genuchten (1980), conforme

Equacéo (10).
K,=(c, -T+¢c,) 2.7-10° ©)
K(©T) = K,0'[l-(1-0™)"] (10)

Onde: c,,c, sdo pardmetros de ajuste a serem determinados; K,é a condutividade

hidraulica saturada (m/s). Simultaneamente, também é considerado a varia¢do da difusividade
térmica, utilizada na Equacédo do Calor, em funcédo do teor de agua, conforme Equacao (11).

a(®) =(c,-e“® +c;)-10” (11)

Onde: ¢c,,C,,C; sdo parametros de ajuste a serem determinados.

Essas dependéncias se obtidas de forma empirica, sdo 0 que caracterizam o modelo semi-
empirico, porém nas simulacdes foram utilizados dados sintéticos. O sistema de equagdes do
modelo foi resolvido numericamente pelo Método de Diferencas Finitas, utilizando o esquema
temporal Explicito Simples.

Foi desenvolvido um algoritmo utilizado para o célculo da distribuicdo de temperatura e
teor de a4gua em cada posi¢do na coluna de solo e tempo. O algoritmo foi implementado no
software MATLAB.

Problema Inverso

O MLM foi utilizado para determinar os coeficientes a, m, n da equagéo caracteristica do
solo e os parametros das funcBes de dependéncias assumidas a partir do modelo semi-empirico
(Problema Direto). Para tanto, foi necessario determinar separadamente os parametros de cada
problema, sendo criados dois vetores de parametros. No vetor do problema hidraulico ( X®),

tem-se os parametros C, e C, da Eq. (9) e os coeficientes a e n da curva caracteristica do solo,

assumindo que m=1— % de acordo com VAN GENUCHTEN (1980), portanto,
X® =[c,;c,;a;n]. No vetor do problema térmico (XT), tem-se os parametros C,, C,, C; da
Eq. (11), portanto, XT =[c;;C,;C:]. Em seguida, é apresentado o algoritmo utilizado:

1° Passo: Resolver o Problema Direto: problema hidraulico PD, e problema térmico

PD, com as estimativas iniciais NP IICIIEIEDE
AT

2° Passo: Calcular a soma dos erros quadrados ou funcdo objetivo pela Eq. (12).

S®(X®k) = [Y® - PD@(X®|<)]T '[Y®_ PD@(X®|<)]

ST(XT,) =[¥YT = PD; (XTI [YT - PD; (XT,)]

onde

(12)

Y®e YT séo os dados sinteticos.
3° Passo: Célculo da matriz Jacobiana para ambos 0s casos.
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[OPD,, OPD,, oPD,, | | OPD;, 8PD;; OPDy,
XO, X0, T oXe, OXT,  oXT,  0XT,
OPDy, 0PDy, oPDg, oPD;, 0PD;, dPDy,
XO, XO, = XO, OXT,  OXT,  OXT,

o= . . o T =| - : :
f ﬁ L oPD, 6PD,, &PD,,

OPDg, 0PDg, 0OPDg, OXT, oXT, OXT,

| 3XO, X0, oXo, |

4° Passo: Célculo da nova estimativa para XOy, e XTk+l, através da Eq. (13)
X0, = X0, +[(J0)" - IO+ 1,Q, 1" [YO- PD, (X0,)]

(13)
XTyq = XT, +[(JT)T -JT +,Uka]_l YT = PD; (XT,)]

onde: Hx é um parametro de regularizacdo e Q¢ a matriz diagonal denominada termo
de regularizagéo.

5° Passo: Resolver o Problema Direto PD, e PD; com a nova estimativa X0y, e
XTk+1.

6° Passo: Calcular SO ,) ¢ STXT.1) coma Eq. (12).
7° Passo: Se “SOGPI=TGOG ooy STURI=SARC substituir 4 por
X1ty onde X é um numero real maior que 1. Retornar para 0 passo 4.

8° Passo: Se SOEPWOGT . S DS tilizar a nova

estimativa e substituir £« por D, onde D é um numero real menor que 1 e maior que
0.

9° Passo: Verificar o critério de parada IO<&D ¢ ST<&I | se 05 dois critérios de
parada forem satisfeitos interromper o processo e gerar a solucdo; caso contrario,
substituir k por k+1 e voltar ao passo 3.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Figura 1 é apresentada a distribuicdo do teor de &gua e temperatura para todo o
dominio espacial e t = 50400 s.

teor de dgua (adimensional)
temperatura (graus celsius)

x10 i =N 03

termpdr(s) oo profundidade (m) tempo (s) vo

profundidade (m)

Figura 1 — Distribuicdo do teor de agua e temperatura para t = 50400 s.
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Na superficie percebe-se um processo lento de irrigacdo, enquanto que na profundidade
de 0,5 m o fluxo de agua ¢é considerado nulo. Os gradientes mais significativos de teor de dgua
acontecem proximos a superficie, enquanto que para profundidades maiores os gradientes sao
minimos. Em relacdo a temperatura percebe-se que na superficie o comportamento é de um dia
de sol com poucas nuvens, onde a temperatura do solo aumenta até um ponto maximo e apo6s
passa a diminuir. Na profundidade de 0,5 m a temperatura é constante, sendo assim, 0s
principais gradientes de temperatura ocorrem proximos a superficie, enquanto em profundidades
maiores a temperatura sofre variacdo minima durante o dia.

Em relacdo ao Problema Inverso, nas simulagdes foi variado o parametro de

regularizacao (1) para verificar a influéncia desse pardmetro no desempenho do método em
relacdo a precisdo na determinacdo dos parametros desejados e tempo computacional de
simulac&o. Foi utilizada a seguinte estimativa inicial para verificar o comportamento do método:
X®=10,085;15;0,6;15] e XT = [15;5;10].

H Critériode | Itera. Tempo Parametros | Parametros R2
parada () (T)
005 | &®=10°| 8 2min49s ¢, =0,08 C,=8,6911 ®=1
T=1
c,=21,352 Cc,=2,065
&T=10°
a=0,4 C, =12,185
n=13
045 | &®=10° 18 | 10minl2s ¢, =0,08 C, =8,6912 0=1
T=1
c,=21,352 c,=2,065
&T=10°
a=0,4 C; =12,184
n=13
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Tabela 1 — Resultados dos testes numéricos do Método de Levenberg-Marquardt.

Os valores dos parametros sintéticos a serem determinados sdo X® = [0,08;21,352;0,4;13]
e XT =[8,6911;2,0644;12,185]. O Método de Levenberg-Marquardt, € um método eficiente na
determinagdo de uma grande quantidade de parametros utilizando tempo computacional curto se
comparado, por exemplo, com o Método de Procura em Rede Modificado. Essa eficiéncia no
tempo computacional se deve ao parametro de regularizacdo (x) que acelera a convergéncia.

A Tabela 1 mostra a importancia da analise do parametro de regularizacdo (1) . Foram
feitos testes numéricos exaustivos na procura de um valor eficiente para este pardmetro.

Considerando a malha escolhida o valor eficiente encontrado para (u) ¢ 0,05, tendo em vista
que para valores menores a solucdo do Problema Direto é divergente.

O modelo semi-empirico proposto pode ser utilizado como Problema Direto em um
Problema Inverso, sendo que a convergéncia na determinagdo de parametros acontece de forma
satisfatoria. Portanto, o modelo semi-empirico proposto é uma alternativa interessante na
determinacdo acoplada da temperatura e teor de agua do solo e na determinacdo de parametros
especificos do solo como a difusividade térmica e a condutividade hidraulica.
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CONCLUSAO

O Método de Levenberg-Marquardt se mostrou uma eficiente técnica na determinacéo
de parametros gquando em se tratando de um grande nimero de pardmetros se comparado com
outros métodos como o de Procura em Rede Modificado. E um método deterministico, que
neste caso, apesar de serem determinados sete parametros, tem um tempo de simulacdo
computacional satisfatorio. Muito dessa economia de tempo, em relacdo a outras técnicas de
Problema Inverso, se deve ao parametro de regularizacdo utilizado como um acelerador da
convergéncia. E necessaria uma analise através de testes numéricos para encontrar o valor
eficiente desse parametro que pode resultar em ganho de tempo computacional.

O modelo semi-empirico representa uma alternativa eficiente para a simulagcdo das
transferéncias de calor e &gua no solo, desde que, sejam obtidas experimentalmente as
dependéncias da condutividade hidraulica do solo saturado em funcdo da temperatura e da
difusividade térmica em fungéo do teor de agua. O acoplamento é evidente e deve ser utilizado
para quantificar com melhor precisdo a temperatura e o teor de dgua no solo, tornando as
analises relacionadas ao solo mais significativas. A principal contribuicdo do modelo semi-
empirico estd na determinagdo do teor de agua, que é realizado geralmente com a equagdo de
Richards desconsiderando a influéncia da temperatura. Com o modelo semi-empirico o teor de
agua é determinado tendo em vista essa influéncia da temperatura, tornando o valor mais
preciso.
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