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Resumo: No contexto de solucdo de problemas inversos, formulados implicitamente, os
métodos de otimizacéo estocasticos desempenham um papel fundamental para a estimativa de
parametros. Entre esses métodos, destaca-se o algoritmo Evolucdo Diferencial (Differential
Evolution — DE). Neste trabalho, é apresentada uma versdo modificada deste método para
estimar parametros de um novo modelo para o fenbmeno de difusdo anémala assimétrica. Os
resultados apresentados neste trabalho indicam que com esta modificacdo, é possivel diminuir
0 tempo de CPU através da reducdo do numero de iteracbes empregando uma redugdo do
espaco de busca para cada incognita.

INTRODUCAO

O uso de técnicas de otimizacdo estocasticas, em larga escala, foi possibilitado,
principalmente, pelo avanco tecnolégico computacional. No entanto, geralmente estas
estratégias apresentam um elevado tempo de CPU, principalmente na solucdo de problemas
inversos que, dependendo da formulagdo, requerem uma solugdo numérica para o problema
direto. O algoritmo Evolucdo Diferencial (Differential Evolution — DE) [10, 13], é um método
muito conhecido devido seu desempenho em fungdes de testes de otimizacdo. Neste trabalho, é
apresentada uma modificagdo do DE com aplicagdo na estimativa de pardmetros a partir da
solucdo do problema inverso para um novo modelo de difusdo anémala assimétrica [5], onde
um par@metro de controle £, que representa a taxa de redistribuicdo das particulas, é

introduzido para impedir a ocorréncia isolada do fenémeno de difusdo. O objetivo da aplicacéo
desta modificacdo no DE € a reducéo significativa do tempo de CPU neste problema, de forma a
manter a qualidade de estimac&o.

O modelo de difusdo anémala com distribui¢do assimétrica, corresponde ao classico modelo
de adveccdo-difusdo. A diferenca entre a classica formulacdo e o novo modelo derivado da
distribuicdo assimétrica estd na preservacdo do parametro de controle para a taxa de
redistribuicdo das particulas, o que mantém o significado original da intensidade relativa da
difusdo e propagacdo [5]. Em fendmenos de transporte, h4 uma série de aplicagdes onde a
equacdo de advecgdo-difusdo serve de modelo, podemos citar por exemplo, modelos cinéticos
multicomponentes em processos biotecnoldgicos [3,6-9]. Na secdo seguinte, apresentam-se as
principais equacdes para 0 modelo de difusdo anémala.
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PROBLEMA DIRETO - MODELO DE DIFUSAO ANOMALA
Distribuicdo Simétrica

Um novo modelo para a difusdo andmala [4] foi proposto a partir de fendmenos em
dindmicas de populacdo. Neste modelo um paradmetro de controle S representa a fracdo de
particulas capazes de se difundir, distribuida da seguinte forma: uma fragdo de particulas /2 ¢
transferida para a célula da esquerda, S/2 para a celula da direita, enquanto que a fracéo
(1— /3) é retida na célula n. O desenvolvimento deste modelo pode ser visto em [4, 5]. Este
mecanismo, resulta no seguinte modelo simétrico para a difusdo anémala

B _ e P e P
Pl PKo(1- ) — (1)

onde p representa a concentragao de particulas, K; e K, sdo pardmetros derivados de fatores de

escala. Em 2013 e 2014, Silva e colaboradores [11, 12] empregaram técnicas estocasticas na
solucdo do problema inverso para estimativa dos pardmetros apresentados neste modelo.

Distribuicdo Assimétrica (Problema Direto)

Para a migracdo ndo-simétrica entre as células, assume-se que ndo ha retencdo [5], desta
forma, obtém-se uma reproducéo da classica formulacdo de difusdo-adveccao.

p 210°p op
L oK,0-p LK, 2
P 2( B ) = A7, )
onde —1< f#<1.Para =0 o problema é reduzido a formulagao cléassica de difusdo.

Um importante resultado neste modelo, é a preservacdo explicita do pardmetro de controle
£ na descricdo matematica da Eq. (2). Para =1 a propagagdo prevalece para a direita ou

para a esquerda, e para =0 a difusdo simétrica domina [5]. Para o caso aqui apresentado a
velocidade de fluxo sobreposta ao processo de difusdo € igual a g, fator de desequilibrio no

processo de redistribui¢do. Os detalhes do desenvolvimento da Eq. (2) pode ser consultado em
[5]. Para a solucéo desta equacdo, empregou-se 0 método numérico de diferencas finitas.

FORMULACAO DO PROBLEMA INVERSO

Considerando que, na Eg. (2), ndo se tenha conhecimento do conjunto de parametros
Z= {ﬁ, Ky, Kz} e que se tenha, porém, valores disponiveis da variavel observavel p, medidos

experimentalmente. Seja Q(Z) 0 somatoério dos residuos quadrados, dados por:

Ng 2
[
Q2)=3 [ (2)- o] @

1=1
onde p®¥(Z) ¢ o valor da variavel observavel calculada em Z, pf@'° é o valor da concentragéo
medida experimentalmente, Ng 0 nimero de dados experimentais disponiveis. A solucdo da Eq.
(3) pode ser interpretada como um problema de otimizacdo, onde busca-se o valor de Z que
minimize o funcional Q(Z). Esta é a formulagdo implicita para o problema inverso.

Algoritmo Evolucgéo Diferencial (Differential Evolution — DE)

O Evolugdo Diferencial (Differential Evolution — DE) [10,13] € um método estocéstico de
otimizacdo, inspirado na evolugdo das espécies, que consiste na realizacdo de operacgdes
vetoriais na qual a diferenca ponderada entre dois individuos distintos, adicionada a um
terceiro individuo, leva & geracdo de novos candidatos para a solu¢do do problema de
otimizacdo. De forma geral, o DE apresenta as operagdes: inicializacdo da populagéo,
mutacdo, cruzamento e selecdo, além de um critério de parada definido a priori.
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Evolugéo Diferencial Modificado

Esta modificacdo do DE, foi inspirada no método da secdo &urea [1] e consiste na reducgdo do
espaco de busca de cada incognita a cada vez que se tenha uma reducdo no valor da funcédo
objetivo Q(Z) durante o processo iterativo. Considerando um total de N; incognitas, e sejam

U(j)eL(J) j1=1,2, .., Nj, respectivamente, os limites superior e inferior de busca para
cada incognita Z,), definimos um novo limite a( j ) dado por

a()=U@)+L()-¢ ©)
onde ¢ =0.618 corresponde a um valor aproximado para a razdo aurea. A cada iteracdo k é
realizado o seguinte teste:

e Se Q(er(nelhor )<Q(er(n_ellhor)
Se z{"™ <a(j) entdo U(j)=a(j) j=12 .., N
se "™ >a(j) entdo L(j)=a(j) j=1,2 .., N

este procedimento iterativo é ilustrado na Figura 2, enquanto que na Figura 1, sdo apresentados
os algoritmos para os métodos DE e DEmod.

1 = k=1.Gere uma populagdo inicial aleatériano | 1 = k =1. Gere uma populacéo inicial aleatdria no
intervalode U(j)eL(j), j=1,2,.., N; intervalode U(j)eL(j), j=1,2, .., N;
2 = Enquanto o critério de parada estabelecido a 2 = Gere uma solugio inicial aleatéria z™MeMhor
priori ndo for satisfeito L 0
3 = Parai=0Oaté N,—1Faga = Err:gtjia:;g ?O(;rlsget:lsc;e?foparada estabelecido a
4 = Selecione aleatoriamente os indices ry , .
I, e r3 diferentes entre si e diferentes de i. 4= Repita 0s plr;ssos de 3 ab20 do DE
melnhor est 5
. vi(G):ZEG)+F[ZSG)—Z£G)J 5 = Se Q(Zk )<Q(Zk—1) entdo
1 2 3
6 . i N 6 = Para j=0até N;-1
= = :
b = rand 1, i} 7 > a(i)=(0 1)+ L(7) 0613
7 = Para j=0até N; —1Faca 5 s zmelhor "
- x Z M j
8 = Se (rand [0, 1]<CR 0U j = jrang) €nt&o ® 2K, <all) gt
9 = 0@ =(©) 9o = u(j)=a(j)
o] 10 = Parai=0até N, - 1
10 = caso contrario ol = se 264D _ (1) ents
11 > ui((31_) :Zi(Gj) € Z; ] >a(j) entdo
) ) 1 . . .
12> fimse 12 = 2& Y =L(3)+ O () L()rana 0,1]
13= fim Para 13 = fim Se
14 = Se Q(ui(G)J < Q[Zi(G)j entio 14 = fim Para
15 = fim Se
15 = Zi(G+l) = ui(G) 16 = Se z{(‘“}'hor >a(j) entdo
16 = caso contrario 17 = L(j): a(j)
17 = Zi(G+1) = Zi(G) 18 = Parai=0até N, -1
18 = fim Se 19 = Se zi(Gj+1) >a(j) entdo
19 =  fimPara (('3+ )
20 = er(nelhor _ Z(G+1), K=k+1 20 = 4y = L(i)+©(i)-L(i)rand[o,1]
21 = fim Enquanto 21 = . fim Se
22 = fim Para
23 = fim Se
24 = fim Para
25 = fim Se
26 = fim Enquanto
(a) (b)

Figura 1 — Algoritmos numeéricos (a) DE ; (b) DEmod
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‘ Pop/ (k) ‘

a(y)

Se Qz;)< Qzp_)

‘ Pop/(k+1) ‘

+—>
a(j+1)

Figura 2 — Representacdo esquematica da reducao dos limites de busca.

onde N, corresponde ao nimero de elementos da popula¢éo, N; o nimero de incognitas, CR a
probabilidade de cruzamento definida a priori, U( j ) e L (j ) sdo respectivamente os limites
inferiores e superiores da j-ésima variavel.

Analise de Sensibilidade

Uma questdo que deve ser levada em consideracdo quando se usa dados experimentais reais
ou sintéticos, refere-se a qualidade desses dados. A analise de sensibilidade pode contribuir para
a escolha de dados experimentais com maior relevancia na solugdo do problema inverso. Além
disso, serve também para verificar possiveis correlacfes entre parametros, i.e. quando duas ou
mais curvas dos coeficientes de sensibilidade apresentam mesma forma, ou forma semelhante,
estes pardmetros podem estar correlacionados, afetando a unicidade da solu¢do do problema
inverso através de uma dependéncia linear entre estes parametros. Os coeficientes de
sensibilidade sdo definidos por [2]:
apcalcj (Z)

0Z,
onde Nq é 0 nimero de dados experimentais disponiveis e N; 0 nimero de incognitas.

E comum o uso dos coeficientes de sensibilidade modificados, onde a Eq. (5) é multiplicada

pela prépria incognita e, desta forma, os coeficientes passam a ter a unidade de medida da
varidvel observavel, ou seja

X), = ,i=12,..,Ng el=12_,N; )

: —j OPearc: (Z
xglzz,.xélzzl.%(), i=L2,.,Ng el=12.,N; ©6)
|

RESULTADOS
Problema Direto

Para a solucao do problema direto usou-se o seguinte conjunto de parametros

s K1 Kz
0,2 0,01 0,001
Tabela 1 — Pardmetros empregados na solugdo do problema direto, Eq.(2).

Na Figura 3 sdo apresentadas as curvas para a solucdo do problema direto, para os tempos
t=0; 200, 500, 1000 2000 e 0<x<10, empregando as seguintes condigdes de contorno e

inicial
1
—t=0
—t=10
08 —t=200
—t=500
> ——1=1000

N

0 2 4 6 8 10
X

Figura 3 — Solucédo do problema direto empregando o método de diferencas finitas.
p(0,t)=p(10,t)=0 parat>0 @)
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f(x)= arat=0, 0<x<10 8
() 0, se x<2oux>4 P X ®)

{1, se 2<x<4
onde N é o nimero de n6s empregados na malha computacional de diferencas finitas.

Resultados para a Analise de Sensibilidade

Os coeficientes de sensibilidade apresentados nesta se¢ao foram obtidos na posicdo x = 3 até
0 instante de tempo t = 2000, usando a Eq.(6). Na Figura 4 sdo apresentados os coeficientes de

sensibilidade Xz, XKl e XK2 para os parametros da Eqg. (2).

20 15

.-

s - . 1
i S 2 g ’I
B i [ !
- X N 1
) / e o
60 M s
3 v
K2
-80 -15
4] 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
t I3
(@) (b)

Figura 4 — (a) Coeficientes de sensibilidade X z, (b) Coeficiente de sensibilidade X Ky -

De acordo com a Figura 4a, as curvas de sensibilidade X ; e Xy sdo essencialmente

coincidentes, o que fisicamente significa que perturbacGes nos valores destes parametros
resultam em variagdes idénticas na variavel observavel do problema, p, ou seja, infinitas

2

combinacdes destes dois parametros levam a mesma resposta do problema. Na préatica, a
obtencdo de uma solugdo Unica do problema inverso para estimativa simultanea destes dois
parametros é impossivel [2], sendo necessario, portanto, informacgdes prévias sobre o parametro
£ ou o parametro K;. Além disso, verifica-se que a curva de s.ensibilidadeXK2 apresenta
valores muito préximos de zero em compara¢do com as duas outras curvas de sensibilidade,
sendo apresentada esta mesma curva em outra escala grafica, na Figura 4b, de modo a ilustrar
melhor sua variacdo no tempo. Os baixos valores do coeficiente XK2 significam uma baixa

sensibilidade da variavel observavel p com relacdo ao parametro K,, o que na pratica resulta
em uma maior dificuldade na solucdo do problema inverso para estimativa deste parametro [2].
Com base nisto, foram introduzidos dois novos parametros «; = Kz(l—ﬂ2 e a, = K, desta
forma, a Eq.(2) passa ser escrita como

d o2 d
P _f —a, P )
ot oX OX
e, consequentemente, tem-se os respectivos coeficientes de sensibilidade para o4 e a,
X, oy P X, —a, P (10, 11)
1 50(1 2 8612

-04

06

-08
0 500 1000 1500 2000
1

Figura 5 — Curvas para os coeficientes de sensibilidade Xg, @ XO[2 .

Observa-se na Figura 5, que de acordo com os coeficientes de sensibilidade Xale XO[2 , 0S

pardmetros «;, e «, ndo estdo linearmente correlacionados, o que significa que é possivel
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estimar simultaneamente estes dois parametros. Na secdo seguinte sdo apresentados o0s
resultados para a estimativa simultanea de o, e a, empregando os métodos estocésticos DE e
DEmod.

Resultados para o Problema Inverso

Finalmente, apresenta-se nas Tabelas 2 e 3 os resultados obtidos para a solu¢do do problema
inverso tratado neste trabalho, ou seja, para a estimativa simultanea de «; e «,, usando os
valores dados na Tabela 1 para 8, K; e Ky, i.e. a;=9,6x10" e ar, = 2x10°. Para a simulag&o do
problema inverso, foram usados dados experimentais sintéticos considerando um ruido gerado a
partir de uma distribuicdo Normal com média zero e desvio padréo constante, dados por

PP = pf(Zyia0) + & » ONde &~ N(0, o) (12)

Nos resultados apresentados a seguir, empregou-se o, =0,02 na Eq. (12), o que corresponde

a erros de aproximadamente 4% nos dados experimentais, p;*P, obtidos na posicdo x =3 e nos

tempos t = 300, 301, ..., 399. Utilizou-se o seguinte critério de parada: Knax = 50 iteracdes ou
até que o valor da funcdo objetivo seja menor que 7x107%, onde Ky é 0 nimero maximo de
iteragdes. Todos os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos através de um
computador DELL LATITUDE E6500, 8GB de RAM e HD de 300GB, processador Intel®
Core™ 2 Duo CPU T9600 @ 2.80GHz com sistema operacional Windows 7 64 Bits.

Q) ay,=96x107 ay=2x107"3 Iteracdes Tempo (5)
6,293959x10° 9,547549x10™ 2,003531x10° 46 92
6,650341x107° 1,200448x107° 2,053876x10 45 95
6,289184x10° 1,086108x10° 2,023902x10° 45 91
6,518802x10° 1,056584x10° 2,034937x10° 49 97
5,949596x107 8,788786x10* 1,984420x10° 40 87
6,251918x10° 1,131917x10° 2,035654x107 45 87
6,634266x10° 1,045641x10° 2,027464x107 46 93
6,885171x10° 1,044311x10° 2,028658x10 46 103
6,719908x10° 1,031870x10° 2,028189x10° 41 78
7,557647x10 1,290794x10° 2,085256x107 50 104

Média 1,072131x10° 2,030589x10° 45,30 92,70

DP 1,166716x10™ 2,688041x10° 3,06 7,76

Tabela 2 - Evolugdo Diferencial Classico com até 4% de ruido. Nd = 40.

Q) ay =96x1074 ay=2x107"3 Iteracdes Tempo (5)
6,376027x10° 8,366427x10™ 1,963260x10° 27 49
4,984042x10® 9,441667x10* 1,998424x10° 27 48
5,868172x10° 9,983130x10* 2,015076x10 32 57
6,704496x107 1,191015x10° 2,058249x107 24 52
6,069629x10 1,102267x10° 2,027851x10° 25 44
6,372619x10° 1,136756x10° 2,038961x10° 26 45
4,944204x103 9,887445x10* 2,000655x107 27 47
6,831348x10° 1,060137x10° 2,030219x10° 32 56
6,617386x10° 1,253180x10° 2,063247x10 31 54
6,814377x10° 9,623642x10* 2,007292x10° 43 87

Média 1,047359x10° 2,020323x10° 29,40 53,90

DP 1,257355x10* 3,000509x10° 5,56 12,45

Tabela 3 - Evolucéo Diferencial Modificado com até 4% de ruido. Nd = 40.

CONCLUSOES

Verifica-se nas tabelas 2 e 3, que 0 método DEmod apresentou um desempenho melhor que
o DE, tanto no numero de iteraces quanto no custo computacional. I1sso mostra 0 sucesso
obtido pela estratégia aqui adotada, no caso, a reducdo do espaco de busca usando a raz&o aurea.
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Foi possivel estimar valores aproximados para os parametros «; e a,, confirmando o que
havia sido observado através da andlise de sensibilidade, Figura 5, i.e. estes pardmetros ndo
estdo correlacionados, possibilitando a estimativa simultanea empregando a solucdo do
problema inverso. A média e o desvio padrdo, tanto no DE quanto no DEmod, revelam a
unicidade para a solucéo deste problema considerando os parametros «; e «,. Durante o
processo de reducdo do espago de busca, uma limitacdo que pode ser apresentada pelo DEmod €
a eliminacdo do espago de busca que contém o minimo global, portanto, para 0 emprego desta
modificacdo do DE em trabalhos futuros, sugere-se uma alteracdo do critério de reducdo, por
exemplo, reduzir o espaco de busca a partir de um certo nimero de iteraces.
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