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Resumo: A andlise de sensibilidade topoldgica fornece um desenvolvimento assintdtico para um funcional
de forma, cujo termo principal é um campo escalar chamado derivada topoldgica, que mede a sensibili-
dade de um dado funcional quando uma perturbacao singular infinitesimal € introduzida em um ponto
do dominio. Dentre outras aplicacoes bem sucedidas da derivada topoldgica, destaca-se sua utilizacdo na
resolucao de certas classes de problemas inversos. Neste trabalho objetiva-se aplicar a derivada topoldogica
de primeira e sequnda ordem na resolugcao de um problema inverso de reconstru¢do consistindo na detec-
¢cao de furos a partir de leituras parciais obtidas em parte da fronteira do corpo. Este problema é escrito
na forma de uma equagao diferencial parcial sobredeterminada. Sendo assim, a ideia bdsica consiste em
reescrever o problema inverso na forma de problema de otimiza¢ao consistindo na minimizacdo de um
funcional de forma que mede a diferenca entre o dado lido e o calculado numericamente. A derivada
topoldgica € entao utilizada no processo de minimizacio do funcional de forma adotado conduzindo a
resolu¢ao do problema inverso em um unico passo e sem a necessidade de introduzir qualquer tipo de
requlariza¢ao.
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1 Introducao

Um processo fisico é representado por seus dados de entrada, dados de saida e pelos parametros do
sistema. Em um problema direto tem-se os dados de entrada e os parametros do sistema e obtém-se
os dados de saida. J&4 em um problema inverso sao buscados os dados de entrada ou os parametros do
sistema a partir dos dados de saida, em linhas gerais, dado os efeitos de um processo deseja-se obter as
causas.

Um problema inverso pode aparecer de duas formas: Problema de reconstrugao (dado o sistema de
parametros e observado o efeito encontrar a causa que corresponde ao efeito) e problema de identificagao
(dadas as causas e o efeito determinar o sistema de parametros que relaciona as causas ao efeito).

Geralmente um problema inverso nao possui informagao suficiente para descrevé-lo por completo.
Podendo faltar informagoes que garantam a existéncia, a unicidade ou a dependéncia continua dos dados.
Um problema ¢é dito bem posto no sentido de Hadamard se cumpre as condigoes de existéncia, unicidade
e dependéncia continua dos dados de entrada. Caso um desses requisitos nao seja satisfeito o problema
é dito mal-posto. Desta forma, trabalhar com problema inverso frequentemente significa lidar com um
problema mal posto.

A derivada topologica foi introduzida por Sokolowski e Zochowski [7] e desde entao tem sido utilizada
de forma bem sucedida na resolucao de diversos tipos de problemas inversos. Em [1] a derivada topologica
é usada na detecgao e localizagao de trincas. No artigo [2] a derivada topolégica é utilizada na resolugao
do problema de modelagem eletromagnética que consiste em determinar correntes elétricas e o campo
induzido para que um metal liquido assuma um determinado formato. Em [4] um novo método é proposto
utilizando derivada topolégica para resolugao do problema inverso de espalhamento que consiste em
determinar as caracteristicas de um objeto (forma, constituicao interna) com base em dados de como
ele espalha particulas ou radiagdo recebida. J& em [5, 6] o algoritmo proposto para obtencao da solugao
do problema de EIT (Electrical Impedance Tomography) é inicializado usando anélise de sensibilidade
topologica. O problema inverso do potencial também foi tratado com sucesso em [3]|, onde um novo
método foi proposto para resolucao de tal problema com o uso da derivada topologica.
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O objetivo deste trabalho é utilizar a derivada topologica na resolu¢do de um problema inverso de
reconstrucao. Mais precisamente, pretende-se reconstruir a topologia de definicdo do problema a partir
de leituras obtidas na fronteira do mesmo. Primeiramente o problema é transformado em um problema
de otimizacao consistindo na minimizagao de um funcional de forma que mede a diferenca entre o dado
lido e o calculado numericamente. A derivada topologica é entdo utilizada no processo de minimizagao
do funcional de forma adotado conduzindo & resolugao do problema inverso.

2 Derivada Topologica

Considere  C R%,d > 2, um dominio aberto e limitado. Seja Z um ponto arbitrario de Q e w um
dominio fixo de R?. Introduz-se uma pertubacio nio suave delimitada em uma regido w.(7) = 7 + ew

com w; C §2. Observe a Figura 1.
\w
—) B

We =T + ew

Figura 1: Derivada topologica

Assuma que um dado funcional de forma (€. (Z)) associado ao dominio topologicamente perturbado
Q. = Q\ we (&) admite a seguinte expansao assintdtica

P(Q (7)) = ¥(Q) + f(e) Drip(Z) + o(f(€)) (1)

onde ¥(Q) é o funcional de forma associado ao dominio nao perturbado 2, f(e) é uma fungao regular

o(f(¢))
f(e)

topologica de ¥ em Z. Rearranjando a equagdo (1) e passando ao limite obtemos a seguinte expressao
para a derivada topologica:

positiva e o(f(¢)) é tal que — 0 quando € — 0. A funcdo ¥ — D71)(Z) é chamada de derivada

Considere agora a seguinte expansao
D(Q:(2)) = ¥(Q) + f(e) Dro(T) + f2(€) DY(Z) + R(fa(e)) 3)

onde Dr1p e D21) sao as derivadas topologicas do funcional de forma 1 de primeira e segunda ordem
respectivamente.
A funcao fo2(e) é positiva, monotona e fy(e) — 0 quando € — 0. Ademais,

. fale)
313% f(e) =0

Rearranjando a equagdo (3) e passando ao limite obtemos a seguinte expressdo para a derivada
topologica de segunda ordem:

D34(7) i= lim Y(Q (7)) — w;?()g) f(e)Drp(2)

3 Formulacao do Problema
Considere um dominio Q C R? aberto e limitado com fronteira suave. Este dominio possui um furo

wo e uma fonte distribuida b em seu interior. Como mostrado na Figura 2(a). Além disso, o dominio
possui anomalias (furos) nao conhecidas em seu interior que é denotada por w*. Observe a Figura 2(b).
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(a) Dominio sem anomalias (b) Dominio com anomalias

Figura 2: Dominio

Considere o campo u conhecido na fronteira de 2 e assuma b constante. O objetivo é reconstruir Q.
Logo, nosso problema consiste em determinar w* tal que

—Au=bem Q* =Q\ w*
u = 0 sobre I'g = Owy
u = 0 sobre dw* , (4)

u = u* sobre I',,

—0Opu = ¢* sobre T',

onde I'),, denota a fronteira exterior de 2 e I'y denota a fronteira de wy. Temos um problema sobrede-
terminado j& que dados de Dirichlet e Neumann sao prescritos sobre a fronteira I',, simultaneamente.
Pode-se considerar os seguintes problemas inversos:

e Dada a excitagao de Dirichlet u* sobre I'),, podemos observar ¢* sobre I';,, para encontrar w*.
e Dada a excitagao de Neumann ¢* sobre I',,, podemos observar u* sobre I',, para obter w*.

Escolhemos a primeira maneira de tratar o problema.

3.1 Reformulacao do Problema

O problema considerado é mal posto e esta escrito na forma de uma equagao diferencial parcial
sobredeterminada. Nesta secao reescreve-se o problema inverso apresentado na segao anterior na forma
de um problema de otimizagao. Considere o seguinte funcional de forma:

b(Q) = / (o — u*)?, (5)

m

onde ug é solugao do seguinte problema:
—Aug =bem
ug = 0 sobre I'g ) (6)
—0Opug = q* sobre I',,

Proposicao 1 Seja ug solugao do problema variacional (6). Entao, se Q = Q*, onde Q* € uma solugdo
do problema inverso (4), tem-se que ug = u* sobre I'y, e portanto o funcional (5) atinge um minimo
sobre I',,,.

A Proposi¢ao 1 garante que sobre a solugdo do problema inverso o funcional (5) atinge o seu valor
minimo sobre T'y,, ou seja, ug = u* sobre I',,,. Assim, encontrar o minimo do funcional (5) é equivalente
a resolver o problema (4).
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Considere agora o funcional de forma associado ao dominio perturbado Q. = Q\ B.(Z) dado por

B(O) = / (e — u)2. (1)

m

Com wu, solugao do seguinte problema perturbado

Encontre u., tal que
—Au. =bem Q.
ue = 0 sobre I'y

—0,ul = ¢* sobre ',

ue = 0 sobre 0B..

onde B.(Z) denota a bola de centro em Z e raio e.

4 Calculo da Derivada Topolbgica

Afim de identificar f(e), fa(e), calcular Dr)(2) e D24)(#) precisamos conhecer o comportamento
da fungao u. com respeito a € na vizinhanga de B.. Uma vez conhecido seu comportamento podemos
identificar as fungdes f(e), f2(¢) com a finalidade de obter a formula final para as derivadas topologica
de primeira e segunda ordem. Sendo assim, é necessério realizar a analise assintotica de u. com respeito
ae.

A seguinte expansao para do problema (8) é proposta

ue(®) = uo(®) + () + e (), 9)

onde p.(z) = a(e)ug(Z)G(z) .
A funcdo G(z) é solugdo do seguinte problema:

—AG=6x—2) emQ
0, G = 0 sobre T,

G = 0 sobre I'g

Note que G(z) = G(z;&). Por meio da solugdo fundamental para o Laplaciano admite na vizinhanga
de T € Q) a seguinte representacio

1
6(e) = - (e mlle 31+ 9(0))
onde g(x) é solugao do seguinte problema auxiliar
—Ag=0 em

1 z—-2
8ng = 75@ n sobre Fm

1
g=——In|lz —Z|| sobre Iy
27
Da mesma forma g(z) = g(z; &). Expandindo ug em série de Taylor na expansao (9) obtemos
ue(x) = uo(T) + Vuo(y)(z — ) + e () + ue (),

onde y & um ponto entre z e .
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Lembrando que u.|sp, = 0 e usando a regularidade da funcdo g na vizinhanca de T a expansao para
u. sobre 0B, é dada por

uo(Z) + eVuo(y) - n — ae)ug(x) <2177 Ine + g(Z) +eVyg(z) - n) + e (x) =0, (10)

onde z é um ponto entre x e T.
A fungao u. é contruida de forma que a discrepancia introduzida pelos termos com ordem em ¢ seja
compensada. Assim,

Ue(z) = € (a(e)ug(Z)Vy(z) - n — Vug(y) -n)  sobre 0B..

A expansao (10) se reduz a
~ (1 ~
uo(Z) — afe)uo(7) <2 Ine + g(a:)) =0 sobre 0B..
7r

Donde 9
s
ale) = —————. 11
(&) In(e) + 2mg(2) (11)
Constroi-se a fungio u. de tal forma que a diferenca introduzida pelos termos da expansio para u.
seja compensada, ou seja, u. deve satisfazer

Au. =0 em Q.

Optte =0 sobre I,

)

U =€ (aN(s)uo(f)Vg(z) n — Vug(y)-n)  sobre dB.

u, =0 sobre I'y
onde y e z sdo pontos entre x ¢ T. Assumindo regularidade suficiente temos que . é de ordem O(e). A
expansao para u. ¢ dada por:
o1 ~ ~
wle) = uolo) - ale)un(@) (5 log o ~ 7l + () ) + O) (13)
Considere a expansio (9) proposta:

ue () = uo () + pe(x) + ()

onde p.(z) = a(e)ug(Z)G(z). Como u.(x) é de ordem O(e) tem-se que

ue(z) = up(x) + pe(x) + O(e). (14)
Substituindo (14) em (7) tem-se

B(92) = $(9Q) + 20(e)uo(2) /

|

(o —u™)G + a(s)guo(ﬁ:)g/r G? + O(e). (15)

Considere f(g) = a(e) e fa(e) = a(e)?. Comparando as expansoes (15) e (3) tem-se que

Drib(#) = 2u0(2) /

|

(o — )G e  D2u(d) :uo(i‘)2/r 2.

A expansao assintotica indica o sinal que a derivada topologica deve possuir para que o funcional
de forma v diminua & medida que o dominio Q é perturbado. Logo, como as fungdes f(e) e fa(e) séo
positivas afim de minimizar o funcional de forma adotado deve-se buscar as regioes onde a derivada
topologica torna-se negativa.

Agora, introduzimos a quantidade

U(afe)) = 204(6)Uo(5%)/F (uo —u™)G + a(€)2uO(ﬁ)2/P G2, (16)

m m
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Quer-se minimizar a equagao acima em relacdo a a(e). Para tal deriva-se (16) em relagdo a a(e) e
iguala-se a zero obtendo o seguinte valor

/F (up(z) — u*(2))G(x; )
uo(i)/F G(z; #)* .

m

o (#) =~ (17)

De (11) e (17) segue que

@) o (a*l(i’) - gm)) , (18)

Substituindo o valor 6timo o*(Z) em (16) obtém-se

Y(a(2)) = a*(éi‘)u()(f?)/ (uo(z) — u™(2))G (23 ). (19)

T

Logo, as localizacoes Otimas dos furos Z* sao obtidas simplesmente buscando-se os pontos & que
fornecem os menores valores para ¥(a*(%)).

5 Resultados Numeéricos

Considere o dominio 2 dado por uma circunferéncia de centro em (0,0) e raio 1 que possui um furo de
centro em (—0.5,0) e raio 0.3 (observe a Figura 3(a)). Deseja-se obter a localizacao e tamanho de alguma
anomalia (furo) adicional no interior do dominio 2. No experimento apresentado quer-se reconstruir {2*
representado na Figura 3(b), onde tem-se uma anomalia localizada no ponto (0.4,0.4) com raio 0.2. Para
tal primeiramente realizamos duas medidas na fronteira de 2*. Na primeira impoe-se um fluxo ¢} = «,
na segunda um fluxo ¢5 = y e sao lidos os campos uj e uj respectivamente.

Na Figura 4(a) nota-se que a derivada topolégica de primeira ordem nao fornece informagao suficiente
para detectarmos a anomalia, uma vez que ela atinge os valores mais criticos na fronteira. Desta forma,
é proposta a utilizacdo da expansao truncada (16) que possui um termo a mais. A expansido (16) é uma
forma quadratica em a(e) e, portanto, possui um ponto de minimo global. Calcula-se inicialmente o
minimo de (16) em relagdo a «a(e) obtendo o valor o*(z) dado por (17).

Dai, substituindo o*(Z) em (16) tem-se (19) donde a localizacdo 6tima da anomalia z* é obtida
buscando o ponto que fornece o menor valor para ¥(a*(£)). E o tamanho 6timo da anomalia dado pela
substituicdo de (17) em (11) obtendo o valor e* dado em (18). A solugao é dada entdo pelo par (z*,e*).

No experimento obtemos a localizacdo exata da anomalia z* = (0.4,0.4) com um raio um pouco
superestimado dado por €* = 0,225 que representa um erro relativo de 12.5%. Considerando a derivada
topoldgica de segunda ordem observa-se que as discrepancias sao corrigidas, de forma que funcional
associado ao problema perturbado atinge seu minimo exatamente no centro das anomalias. Vale salientar
que o resultado apresentado foi obtido em apenas uma iteracdo. Observe a Figura 4(b).

(a) (b) @~

Figura 3: Dominio inicial () e Dominio a ser reconstruido (b).
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(a) D (b) z* e e*

Figura 4: Resultados obtidos utilizando a derivada de primeira ordem (a) e as derivadas de primeira e
segunda ordem (b).

6 Conclusao

O intuito do trabalho foi resolver um problema inverso de reconstrugao consistindo na detecgao de
furos a partir de leituras parciais obtidas em parte da fronteira do corpo. Este problema é escrito na
forma de uma equagao diferencial parcial sobredeterminada. O problema inverso foi reescrito na forma
de problema de otimizagao consistindo na minimizacdo de um funcional de forma que mede a diferenca
entre o dado lido e o calculado numericamente. Foi apresentado o calculo das derivadas topologica de
primeira e segunda ordem para o funcional de forma adotado. A derivada topologica de primeira ordem
fornece a direcao de descida do funcional de forma e, portanto, faz sentido sua utilizagao no processo
de minimizagao. Porém, com a utilizacao apenas da derivada topolégica de primeira ordem nao foi
possivel apresentar uma solugao para o problema. Assim, foi introduzido um termo a mais na expansao
do funcional de forma associado ao dominio ndo perturbado, a saber a derivada topologica de segunda
ordem que corrigiu as discrepancias apresentadas pela derivada topolégica de primeira ordem. Apoés o
truncamento da expansao, o problema resultante é dado por dois problemas triviais de otimizagao, onde
o primeiro fornece o tamanho 6timo do furo, enquanto que o segundo fornece a sua localizagao 6tima. O
método resultante é nao iterativo e conduz a uma boa aproximacao da solugao em um tnico passo e nao
necessita de nenhuma regularizagao. Existe a possibilidade de extensao para varios furos, o que permitira
reconstruir um domino com varias anomalias simultaneamente em um tnico passo.
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