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RESUMO

O problema inverso do potencial consiste em reconstruir uma fonte desconhecida com suporte em
um dominio geométrico a partir de uma Unica medicao sobre a fronteira. A fim de tratar este problema
inverso mal posto, este serd reescrito como um problema de otimizacdo onde um funcional de forma
baseado no critério de Kohn-Vogelius ¢ minimizado. Este funcional mede a diferenca entre as solugdes
de dois problemas auxiliares, onde um deles contém a informacao relativa a leitura no contorno enquanto
o outro ¢ munido com a informacao correspondente a excitagdo no contorno. As solu¢des dos problemas
auxiliares coincidem quando se estd sobre a solucdo do problema inverso. Para minimizar o critério de
Kohn-Vogelius, sua variacdo total com respeito a um conjunto de fontes concentradas é avaliada expli-
citamente. Baseado na expressdo obtida, constréi-se um novo método para resolver o problema inverso
do potencial. Por fim, alguns resultados numéricos sao apresentados a fim de mostrar a efetividade do
algoritmo de reconstrucio construido.

1 Introducao

O problema inverso do potencial consiste em encontrar o termo fonte de uma equacio diferencial
através de medi¢des tomadas sobre a fronteira do dominio de definicdo deste problema. Um dos prin-
cipais resultados obtidos para este problema é devido a Isakov, que provou em [5], que subdominios
estrelados ou convexos em uma direcdo podem ser detectados a partir de informagdes obtidas sobre um
subconjunto da fronteira do dominio. Mais recentemente, El Badia e Ha Duong [1] trataram o caso
de fontes concentradas dipolares e monopolares, estabelecendo um algoritmo que permite identificar o
nimero, as localizagdes e os momentos dos dipolos, além de demonstrar um resultado de unicidade da
solugdo. Entre as aplicacdes do problema inverso do potencial, destaca-se a identificacdo de fontes de
poluicdo em um ambiente [2, 5] e os problemas de identificacdo de monopolos e dipolos em eletroence-
falografia e magnetoencefalografia [3, 4].

A proposta deste trabalho é resolver o problema inverso do potencial para o caso em que a classe de
solugdes admissiveis € formada por fontes concentradas. O problema inverso deve ser resolvido indepen-
dentemente da quantidade de informacdo disponivel no contorno. Ao invés de atacar o problema inverso
diretamente, introduz-se um problema de otimizacdo com o funcional de forma baseado no critério de
Kohn-Vogelius e deseja-se demonstrar a equivaléncia entre o problema de otimizacdo e o problema in-
Verso.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: na secdo 2, € apresentada a formulacdo matematica
do problema inverso do potencial, seguida da defini¢cao do conjunto de possiveis solu¢des admissiveis.
A secdo 3 traz o problema de otimizagdo e a andlise de sensibilidadde do funcional de forma tanto para
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o0 caso em que o dominio € limitado, quanto para o caso ndo limitado. Encerrando o trabalho, a secio 4
contém alguns resultados numéricos referentes ao caso de dominio limitado.

2 O problema inverso do potencial

Esta secdo € aberta com a formulagdo do problema inverso do potencial, objeto de estudo deste
trabalho. Sabendo que a incégnita deste problema é o termo fonte, o conjunto onde se busca tal termo é
definido, visando facilitar o estudo da unicidade da solugdo.

2.1 Formulacao do problema

Considere o conjunto aberto Q C R?, com fronteira Lipschitz, denotada por 9€2. O problema inverso
do potencial consiste em encontrar a funcéo b* : @ — R apartirdev® : 'y, - Reqg*: I, — R, de

modo que
—Au = b* in Q
_ *
v u* } sobre T, ’ 2.1
—Opu = q

onde I';,, € um subconjunto de 052 e tem medida ndo nula.

Observacao 2.1. Na prdtica, para construir o problema (2.1), impde-se uma das condicdes, u* ou q*,
sobre I'y,. Tal imposicdo gera uma leitura que é agregada ao problema como sendo a outra condigcdo
de contorno, tornando o problema sobredeterminado. Além disso, ndo serd feita distin¢do entre o caso
em que a condigcdo u* é imposta e q¢* € lida e o caso oposto, pois isto ndo altera o problema do ponto de
vista matemdtico.

2.2 Conjunto de solucoes admissiveis

Em seguida, apresenta-se o conjunto de solu¢des admissiveis de (2.1). Isto é feito, principalmente,
com a finalidade de facilitar o estudo da unicidade da solu¢do. Assim sendo, buscam-se solucdes no
seguinte conjunto:

M
Cs(Q) =< ¢p: Q= R;yp(x) = Zaié(az —z;);M €N}, (2.2)
i=1

onde z; € Qeaw; € Ry \ {0}, paracadai € {1,2,..., M}. Desta forma, reconstruir b* significa deter-
minar o ndmero de fontes concentradas, suas respectivas intensidades e, finalmente, os seus respectivos
pontos de aplicacdo. El Badia e Ha-Duong demonstraram a unicidade de solucdo para este tipo de termo
fonte [1].

3 Reconstrucao de fontes concentradas

Ap6s definir o conjunto de possiveis solucdes, serd feita a andlise para os casos em que a informagao
estd disponivel sobre todo o contorno (I',,, = 0f2) ou, sobre uma parte deste contorno (I',,, C €2).

Em ambos os casos, a estratégia adotada para calcular a solu¢do do problema inverso visa evitar
a inversdo do operador laplaciano, considerando um problema de otimizacdo equivalente a (2.1). O
funcional que deve ser minimizado € baseado no critério de Kohn-Vogelius.

3.1 Dominio limitado: leitura completa

Inicialmente, sera tratado o caso em que u* e ¢* sdo conhecidas sobre todo o contorno de €2. Define-
se, sobre 0 mesmo dominio do problema inverso, o problema de otimizagado utilizando o funcional de
forma baseado no critério de Kohn-Vogelius. A principal vantagem de utilizar este funcional reside no
fato de que pode-se tratar da mesma maneira os casos em que o dado de Dirichlet € imposto ou lido. Além
disso, havera uma garantia de que este funcional atinge minimo sobre a solucio do problema inverso.
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3.1.1 Problema de otimizaciao

Como dito acima, considera-se um problema de otimizagao cujo funcional de forma é dado por:

1 1
T (WP u) = Sllu® —uM|fag) = 5 [ (WP —u™)?, 3.1)
2 2 Jq
onde as funcdes u” e u'V sio as respectivas solucdes dos seguintes problemas:
—AuN = bHec em )
_ D — _ N *
{ AZD = Z* S;c)lrie 3% . Opu’’y = g¢q sobre 0f2 (32)
N / uy = / uP
Q Q

Nos dois problemas acima, tem-se que b € Cs(€2). No caso do problema de Neumann, adiciona-se uma
constante ao termo fonte, a fim de satisfazer a condicdo de compatibilidade. Utilizando o teorema da
divergéncia de Green, obtém-se o valor desta constante. Ainda com rela¢do ao problema de Neumann, a
ultima equacgdo garante unicidade de solug@o. A proposicdo a seguir associa a minimizacao do funcional
(3.1) aresolucdo do problema inverso (2.1).

D

Proposicao 3.1. Sejam u” e u solucdes dos problemas (3.2), respectivamente. Se a fonte destes
D N

problemas for igual a fonte b*, que é a solucdo do problema inverso (2.1), entdo v~ = u"’ = u.

3.1.2 Analise de sensibilidade

O préximo passo consiste em perturbar o termo fonte b dos problemas auxiliares, adicionando a este
m cargas, nos pontos x;, cada uma com intensidade «;, comi € {M + 1, M +2,..., M + m}. O novo
termo fonte, denotado por bs, serd um elemento de C5(2) dado por:

by =b+ > aid;, (3.3)
=1

onde os parametros m, x; € «; sdo todos conhecidos. A partir desta nova fonte, surgem dois novos pro-

blemas, que serdo denominados problemas perturbados. Estes consistem em encontrar, respectivamente,

uf;) e ufgv , tais que

—Auév = bs+cs em Q
_ D _ _ N *
s /uév = /u(;D
Q Q

De maneira andloga ao que foi feito em (3.2), a dltima equagdo do problema perturbado de Neumann
serve para garantir a unicidade da solucdo e adiciona-se uma constante ao termo fonte para garantir a
compatibilidade do problema.

A partir da perturbacio do termo fonte b, representada pela equagao (3.3), procura-se uma forma de
relacionar as solug¢des dos problemas perturbados as solu¢des dos problemas auxiliares. Considera-se,
entdo, as seguintes igualdades:

m m
u{;j —uP = Zaivi e uf;v —ulV = Z a;(vi + h;) . 3.5)
i=1 i=1
Tem-se que, paracadai € {1,2,...,m}, as fungdes v; e h; sdo solugdes de:
Ah; = ‘é’ em )
—Av; = 6 em € _ .
{ v = 0 sobre 99 e —0p,h; = 0O,v; sobre 0N
[n =0
Q
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Observacao 3.2. Note que o termo fonte dos problemas acima ndo depende do termo fonte inicial b dos
problemas (3.2). Como serd visto adiante, a implementagcdo numérica pode ser feita considerando b = 0
em (.

Deseja-se fazer a andlise de sensibilidade do funcional J (u(;D , uév ) com relagdo aos pardmetros que
definem os elementos de Cs(€2). Avaliando o funcional de forma sobre as solug¢des dos problemas
perturbados, obtém-se:

m m 2
j(uéDa’Uq]SV)_j(uD,uN):/Zaihi(uD_uN)—l—;/ Zaihi (3.6)
L] 2 \i=1

Note que o lado direito da equagado (3.6) pode ser visto como uma funcio das intensidades «; e dos
pontos z;. A fim de encontrar as intensidades que minimizam a diferenca dos funcionais, resolve-se a
seguinte equacao:

aik(ﬂu?,uév) - J (P u™)) =0. 37

De (3.7) e (3.6), e utilizando notac¢do indicial, segue que
Hki()é: = dk N (38)

onde o representa o valor da intensidade 6tima e tem-se

Hy, — / hehi e dp=— / h(u® — ), (3.9)
Q Q

Os valores de o, obtidos apds a resolugdo do sistema (3.8), sdo substituidos em (3.6), o que fornece

1 M+m
T (g us) = TP ) == > aldi. (3.10)

1=M+1

A partir desta equagdo, buscam-se os pontos que minimizam o funcional de forma, obtendo-se assim, as
localizagdes 6timas ] das cargas. Portanto, para o caso de leitura, é possivel determinar dois pardmetros
do termo fonte que minimizam o funcional de forma. A seguir, introduz-se o problema para o caso de
leitura parcial sobre um dominio ilimitado.

3.2 Dominio nao limitado: leitura parcial

Seja D um subconjunto nio limitado do R?. Considere que D seja o dominio de definicio do pro-
blema inverso do potencial. Ademais, considere que I',,, onde se encontram as informagdes u* e ¢*,
seja um subconjunto de 0D com medida ndo nula. Assim como no caso em que o dominio era limitado,
considera-se que o termo fonte seja constituido de cargas concentradas.

3.2.1 Limitacao do dominio e problema de otimizacio

A fim de considerar um problema de otimizacdo andlogo aquele do caso de dominio limitado,
constrdi-se um contorno artificial I' que define uma regiao limitada e que, por hipétese, contenha to-
das as cargas pontuais pertencentes a b*. A regido limitada serd denotada por {2 e a fronteira de (2
contém I';,. Logo, 9Q =T',, UT, tal que ', N T" = (.

Ap6s a limitagdo do dominio, introduz-se dois problemas auxiliares com termo fonte em Cjy(2).
Estes problemas serdo definidos sobre 2. O préximo passo consiste em completar a informagao sobre I'.
Para isso, serd utilizado o potencial newtoniano, dado por:

ul (b)(z) = T — = — i0 T — .
@) = [ @ ppdy = [ 5 1osle ~ybla) dy, G.11)
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onde b € C5(Q2) e @ é a solugdo fundamental para a equacdo de Laplace. A partir daf, toma-se a restri¢ao
de u” (b) sobre T e utiliza-se esta informagio em ambos os problemas auxiliares. Logo, estes problemas
sao dados por

—AuP = b em —AuN = b em
uP = sobre I', e —oulN = ¢ sobre I',, . (3.12)
uP? = ul(b) sobre T uN = uT(b) sobre T

Note que o problema correspondente ao dado de Neumann é compativel, o que descarta a necessidade
da introducdo de condigdes de unicidade e compatibilidade. De maneira andloga ao que foi feito para o
caso de dominio limitado, serd resolvido um problema de otimizagdo equivalente ao problema inverso,
de modo que o funcional a ser minimizado é dado por (3.1). Novamente, sobre a solucdo do problema
inverso, este funcional atinge valor minimo, ou seja, aqui também vale o teorema 3.1.

3.2.2 Analise de sensibilidade

Perturba-se a fonte dos problemas auxiliares (3.12), adicionando a esta fonte, m cargas pontuais, com
intensidades «; e localizadas nos pontos z;, de modo que se obtém a fonte perturbada bs dada por (3.3).
Como consequéncia desta perturbacio, surgem dois problemas perturbados associados aos problemas
auxiliares. Tais problemas s@o dados por

— Au(;D = b em {) —Au(];V = bs em ()
uéD = u* sobre I, e —anugv = q* sobre I',,, . (3.13)
uY = ul(bs) sobre T u) = ul(bs) sobre T

Considerando as relagdes (3.5), segue que as fungdes v; e h; sdo solugdes de

—Av; = 6 em £ Ah; = 0 em
v; = 0 sobre I}, e —-o,h; = 0,v; sobre I, (3.14)
v; = ®; sobre T h; = 0 sobre I

Para fazer a andlise de sensibilidade do funcional de forma, serd calculada a variag¢do total deste
funcional. A partir dai, obtém-se (3.6), que é quadritica com relagdo a intensidade. Derivando a variag@o
do funcional com respeito a «; e anulando, obtém-se o seguinte sistema:

Hyaf =di, ke{l,2,...,m}, (3.15)
onde Hy; e dj, sdo dadas por (3.9). Substituindo as intensidades 6timas o na variagdo do funcional,
obtém-se

1 m
j(u?,uN)—j(uD,uN):—§Zafdi. (3.16)
i=1

A partir desta equagdo, faz-se uma busca em todo o dominio 2 pelos pontos z; que minimizam a fungdo

G.

4 Resultados numéricos

Nesta se¢do, serdo apresentados alguns resultados numéricos referentes a resolucao do sistema (3.8),
ou seja, obtidos apenas para o caso em que o dominio de definicdo do problema inverso € limitado.
Em todos os exemplos, o dominio 2 é dado por um quadrado (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5), e utilizou-
se elementos finitos lineares triangulares na resolucado numérica. Nas figuras subsequentes, os circulos
representam as cargas que constituem cada fonte, de modo que o centro indica o ponto onde a carga é
aplicada e o raio € proporcional a intensidade.

O primeiro exemplo trata da reconstrucdo da fonte representada pela figura 1. Como foi visto ante-
riormente, os cdlculos permitem calcular apenas a intensidade e a localizacdo das cargas pontuais. Este

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0460 010460-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0460

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

exemplo serve para explicar a metodologia utilizada para determinar a quantidade 6tima de cargas (m*).
Em resumo, toma-se m de forma crescente, até 0 momento em que se observa que uma das cargas possui
intensidade desprezivel. A partir deste procedimento, obtém-se a solu¢do do problema de otimizacao,
representada pela figura 2(b). Note que esta solugdo coincide com a solu¢do do problema inverso, repre-
sentada pela figura 1.

Figura 1: Exemplo 1: Target

(@) m=2 (b) m=3 (c)m=4

No préximo exemplo, assume-se que m* é conhecido a priori e acrescenta-se ruido a leitura ¢*.
Isto € feito porque esta leitura foi obtida de maneira puramente sintética, o que pode mascarar eventuais
instabilidades do método proposto. O ruido imposto € do tipo gaussiano branco, com niveis de 4%, 8% e
16%, representados pelas figuras 3(a), 3(b) e 3(c), respectivamente. A partir de 16% de ruido, obervou-se
deslocamento nas localizagdes dos pontos 6timos, bem como variacao nas intensidades 6timas.

Figura 2: Exemplo 2: Target

o © o © o ©
*®
[ ] . o . ®
(a) WGN = 4% (b) WGN = 8% (c) WGN = 16%
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5 Conclusao

Ao estudar o problema inverso do potencial para o caso de fonte pontual, o resultado obtido através do
processo de reconstru¢@o via minimizagao do funcional de Kohn-Vogelius coincidiram com a solu¢éo do
problema inverso. A equivaléncia entre o problema inverso e o problema de otimizacao foi confirmada
através dos exemplos numéricos. Vale ressaltar, ainda, a robustez a ruido do método. Isto se deve,
principalmente, a ndo iteratividade do processo de reconstrugdo e ao fato da varia¢do do funcional ndo
possuir residuo.

Palavras-chave: Equacées Diferenciais Parciais, Andlise de Sensibilidade, Problema Inverso do Poten-
cial, Critério de Kohn-Vogelius
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