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RESUMO

Resolver sistemas lineares de equacdes € uma etapa na resolucio de problemas cientificos tais como
os de difusdo de calor, elasticidade e mecanica de fluidos. Assim, € importante conhecer alguns métodos
de resolucgao e suas particularidades. Neste trabalho realiza-se uma comparagao entre alguns métodos de
resolucdo de sistemas lineares através de andlise experimental, onde buscamos a maxima eficiéncia.

Os métodos numéricos para solucdo de sistemas lineares € dividido basicamente em duas classes:
métodos diretos e métodos iterativos. Os métodos diretos fornecem a solugdo exata, a menos de erros
de arredondamento, apés um nimero finito de operacdes. J4 os iterativos fornecem uma sequéncia de
aproximacdes da solucdo, cada uma obtida da anterior pela repeticio do mesmo processo. Em outro
trabalho, [5], estudamos métodos diretos basicos como o LU parcial e um método de alto desempenho,
a transformada rdpida de Fourier (FFT). Estes métodos serdo comparados com alguns iterativos. A abor-
dagem computacional serd usada para implementar e compreender os algoritmos usados na resolucao.

Inicialmente estudamos os métodos iterativos cldssicos: Jacobi e Gauss-Seidel. Estes métodos resol-
vem o sistema linear Az = b através de uma decomposi¢do da matriz A. Os métodos sdo parecidos, e
foi possivel ver que o método de Gauss-Seidel € mais eficiente do que o método de Jacobi pois utiliza
melhor as informagdes obtidas a cada iteracdo na resolug¢do do sistema linear. Numa comparacdo destes
com os métodos LU parcial e FFT, notamos que os métodos diretos apresentam melhor desempenho.

Em seguida estudamos métodos de proje¢do: método de maxima descida e método do gradiente
conjugado, [1] e [3]. Um processo de proje¢do é uma maneira candnica de obter uma aproximagio
para a solucdo do sistema em um subespaco especifico. A solugdo aproximada & de Az = b é obtida
como o ponto de minimo de um funcional quadratico associado a matriz A positiva definida. O gradiente
conjugado é uma variagdo do método de méxima descida que utiliza melhor as informagdes nas iteragdes.

O modelo usado foi a equag@o de Laplace com condi¢@o de Dirichet na fronteira, discretizada por
elementos finitos com fungdes lineares por elementos e continuas em todo dominio. O dominio, D; =
[0,1] em dimensdo um e Dy = [0,1] x [0,1] em dimensé&o dois, foi dividido formando uma malha
uniforme. O gradiente conjugado apresentou-se mais eficiente do que o método de maxima descida.
Ambos foram melhor do que o LU parcial, porém nado superaram a FFT. Mas a FFT s6 funciona em
malhas estruturadas, [4]. J4 o método do gradiente conjugado pode ser usado em malhas mais flexiveis.

O método do gradiente conjugado converge conforme a condi¢do da matriz do sistema. Quanto mais
préxima de um a condi¢do Cond(A) estiver, melhor a convergéncia. Estudamos entdo o método do
gradiente conjugado precondicionado, onde ao invés de resolver Az = b resolvemos M~ Az = M ~1b,
onde M é simétrica positiva definida. E o ndimero de condi¢io Cond(M ! A) é mais préximo de um do
que o nimero de condigdo Cond(A). Note que o cdlculo de M ~! ndo deve ser muito custoso, [2].
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Passamos a estudar precondicionadores de decomposicao de dominios. A ideia é decompor o dominio
da equacdo diferencial em subdominios e a solu¢do nos subdominios ser utilizada para obter a solugdo
no dominio original. Considere a particdo do dominio D = [a, b] em subdominios disjuntos

{Di:(aivbi)}'gisl com a=a; <b =ay<b3<---<byg=0

onde Ng € o nimero de subdominios. Esta decomposicio ¢ dita sem sobreposi¢do. Com esta decomposicao
construimos uma nova cobertura { D} } fi 5 do intervalo D = [a, b] com sobreposi¢do ¢ definindo

Di={xeD talque |z—y|<d, paraalgum ye€ D;}= (a;—35,b;+35)ND.

Ng
O precondicionador aditivo de um nivel M~ 1 ¢ definido por M 1 e Z ROT [A(i)]_lR(i) . Onde as ma-
i=1

trizes R() tem apenas papel de alocacdo e torna-se possivel resolver a equagdo para cada subdominio.
Os precondicionadores aditivos de um nivel, que utilizam decomposicdo de dominio com sobreposi¢do
mostraram-se com grande eficiéncia quando utilizados no método do gradiente conjugado precondicio-
nado. Considere a equagdo de Laplace com condi¢ao de Dirichet no intervalo [0,1]. Dividindo o intervalo
[0,1] em 2" elementos, alocados em 2N subdominios, temos nas tabelas alguns resultados.

n | iteracdes (condig¢do)
5 16 (414,3451)

6 32 (1659,4)

7 64 (6639,5)

8 128 (26560)

Tabela 1: Numero de iteracdes e condicdo da matriz do gradiente conjugado sem precondicionador.

n/N 2 3 4 n/N 2 3 4

5 5(14,4401) | 6(26,5320) 9 (39,3206) 5 6 (7,1347) | 9(16,4736) 9 (39,3206)

6 5(28,2066) | 9(53,1851) | 10(104,2130) 6 6 (8,6502) | 10(23,3268) | 14 (63,0262)

7 5(55,5740) | 9 (105,9159) | 17 (208,7395) 7 6 (9,6980) | 10(29,4059) | 15(89,8513)

8 |5(110,2282) | 9(211,1029) | 17 (417,1307) 8 ]6(10,3307) | 10(33,8163) | 15(114,1032)
Tabela 2: Numero de iteracdes (condi¢do da matriz) do gradiente conjugado precondicionado com
sobreposicdo de tamanho ¢ = 2% ed = 2%\, respectivamente.

Foi possivel ver a importancia dos precondicionadores baseados em decomposi¢do de dominios e o
quanto a resolugdo de um determinado sistema linear pode tornar-se mais eficiente quando os utilizamos.
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