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Resumo: Apresentamos um estudo comparativo da convergéncia de aproximagoes obtidas com
elementos triangulares e quadrilaterais associados a formulagoes variacionais hibridas do pro-
blema de Stokes em velocidade e pressdo. Sdo analisados os métodos de elementos finitos hibridos
estabilizados SH2M e SH3M desenvolvidos em [10]. Os métodos em questao sao caracteriza-
dos pela imposicao da continuidade de forma fraca via multiplicadores de Lagrange associados
aos campos de velocidade ou de velocidade e pressdo. Tal metodologia preserva as principais
caracteristicas dos métodos de Galerkin descontinuo como hp-adaptatividade, porém com me-
nor complexidade e custo computacional. Resultados numéricos mostram que as formulagdes
em questao permitem o uso de espacos de elementos finitos que empregam aproximacdes poli-
nomiais, lagrangianas ou nao, de igual ordem para velocidade e pressao tanto para elementos
triangulares quanto para elementos quadrilaterais. Como esperado, para igual numero de graus
de liberdade observamos uma melhor precisao dos elementos quadrildteros comparados com 0s
elementos triangulares.
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1 Introducao

Métodos de Galerkin Descontinuo (DG) apresentam grande flexibilidade na implementacao
de estratégias de adaptatividade do tipo hp, além de possibilitar o uso de espagos de elementos
finitos que consistem em polinémios descontinuos por partes. Deste modo, varios autores tém
se dedicado ao desenvolvimento de métodos mistos de Galerkin descontinuo para a aproximacao
numérica de problemas de escoamento incompressivel. Particularmente para o problema de
Stokes, podemos citar os trabalhos de Baker et al [2], Cockburn et al [6] e Schotzau et al [12]. O
preco das vantagens oferecidas pelos métodos DG sao uma maior complexidade de formulagao,
implementacao computacional e elevado nimero de graus de liberdade. Hibridizacoes para os
métodos DG tém sido propostas com o intuito de derivar novos métodos de elementos finitos com
igual ou mesmo melhor estabilidade e reduzido custo computacional, preservando a robustez e
a flexibilidade dos métodos DG [5, 8].

Métodos de elementos finitos hibridos surgiram a partir do trabalho de Veubeke [9] que
foi compreendido como uma técnica de implementagao associada a ja conhecida manipulacao
algébrica matricial denominada condensagdo estdtica. Posteriormente, Arnold et al [1] mostra-
ram que a hibridizacao é mais do que um truque de implementagao, uma vez que ficou provado
que a nova variavel que impoem de forma fraca a continuidade do fluxo em cada aresta, inter-
pretada como o multiplicador de Lagrange, contém informagoes adicionais sobre a solugao exata
[11, 3]. Na tultima década, hibridizacoes de diversas classes de métodos de Galerkin descontinuo
(HDG) foram introduzidas por Cockburn e seus colaboradores [4, 5, 7].

Neste contexto, propomos dois métodos de elementos finitos hibridos estabilizados de Ga-
lerkin descontinuo em [10] usando elementos triangulares para o problema de Stokes. E neste
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trabalho, apresentaremos novos resultados numéricos de estudos de convergéncia para as apro-
ximagoes dos campos de velocidade e pressao utilizando elementos triangulares e quadrilaterais.
Tais métodos permitem o emprego de interpolagoes de mesma ordem para a aproximagao dos
campos de velocidade e pressao. A primeira formulacao identificada por SH3M envolve trés mul-
tiplicadores de Lagrange que estao associados com as duas componentes da velocidade e com
a pressao e pode ser visto como uma versao hibrida do método DG analisado por Schoétzau et
al [12]. A segunda formulagdo é uma versao hibridizada do método DG proposto por Schétzau
et al [13] caracterizada pela introdugao de multiplicadores apenas para o campo de velocidade
(SH2M). Tal aproximagao pode ser encontrada em Egger et al [8], mas diferentemente deste
trabalho, aplicamos uma estratégia de implementacao onde introduzimos, no nivel de cada ele-
mento, um termo de regularizacao que confere unicidade de solucao para o campo de pressao.

Este trabalho é organizado como segue. Na Secao 2, apresentamos o problema modelo.
Notagoes e defini¢oes sao introduzidas na Segao 3. Os métodos SH3M e SH2M sao recapitulados
na Secao 4. A metodologia de resolugao destes métodos sao desenvolvidas na Se¢ao 5. Na Secao
6, resultados comparando as solugoes aproximadas para elementos triangulares e quadrilaterais
sao apresentados. Finalmente, na Secao 7, apresentamos as conclusoes deste trabalho.

2 Problema Modelo

Seja  um dominio limitado em R?, com contorno I' = 9. O escoamento de um fluido viscoso
incompressivel confinado em 2 com condi¢ao de contorno de Dirichlet homogénea é modelado
pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais, conhecido como problema de Stokes

Dada a funcao f: Q — R?, encontraru: Q — R? ep: Q — R, tal que

—vAu+Vp ="~ em £, (
divu=0 em £, (2)
u=gp=0 sobre T, (3)

—_
~—

onde v > 0 denota a viscosidade, A o operador Laplaciano, u o campo de velocidade e p a pressao
hidrostética. A equacdo (3) satisfaz a condigao usual de compatibilidade fQ gp -n dx =0, com
n denotando o vetor unitario normal exterior a I'.

3 Notacoes e Definicoes

Inicialmente, recordamos algumas notagoes e definigoes necessarias para a introdugao das
formulacoes hibridas estabilizadas para o nosso problema modelo. Dessa forma, seja L?(f2) o
espaco das fungoes quadrado integraveis equipado com o produto interno e a norma usual e
L3(Q) = {q € L*(Q) : |, qdx = 0}. Restrigindo ao caso em duas dimensoes (d = 2), denotamos
uma unido de todos os elementos K, 7, como uma particdo regular de elementos finitos do
dominio 2. Além disso, &, denota o conjunto de todas as arestas e de todos os elementos K da
malha 7y, 52 o conjunto das arestas interiores e £7 = £, NI o conjunto de todas as arestas &,
sobre o contorno de §2. Para cada aresta e associamos um vetor unitdrio normal n..

Seja Vi, e @y, os espagos das fungdes quebradas na partigdo de T, dados por

VI = {v e [L2Q)%vilk € [Sk(K)?, VK € T} (4)
Qh ={a € (L*(Q);anlk € SUK), VK € Ty} (5)

onde Si(K) = Py(K), denota o espaco de fungdes polinomiais de grau k associado com elementos
triangulares e Si(K) = Qk(K), o espago de fungoes polinomiais de grau k associado a elementos
quadrilaterais. Para introduzir os métodos hibridos, definimos os seguintes espacos associados
aos multiplicadores de Lagrange

W= b € [L2(E)] : pule = [pm(e)]?, Ve € &, pule = 0, Ve € &} (6)
DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0287 010287-2 ©2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0287

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Wit ={up € Lz(Sh) : tple = pm(e), Ve € 52}. (7)

Similarmente, p,,(e) expressa o espago das fungoes polinomiais de grau m sobre cada aresta e.

4 Formulacoes Hibridas DG Estabilizadas

Nesta secao, apresentamos duas formulagoes hibridas estabilizadas de Galerkin descontinuo
para o problema de Stokes (1). A primeira, denominada SH3M, emprega os multiplicadores A,
e Ap definidos como o traco de u, A, = ule € o traco de p, A, = p|. sobre cada aresta e € &,
consiste em:

Encontrar [up, pp] € VfL X th e os multiplicadores de Lagrange [Aw,,Ap,] € M} x Wi,
satisfazendo

Z/VVuh Vv, dx — Z /ph div vy, dx — Z/dlvuhqhdx

KeTy, KeTy, KeTy,
=+ Z/ D Vh nK d8+ Z/ ,uph uy - l’lK)dS
KeTy, KeTy,
— Z/ (vVupng) - (Vi — Py, )ds — Z/ (vVvpng) - (up — Ay, )ds
KeTy, KeTy,
+Bu Z / ) (Vi — My, )ds + By Z / an — fip,) ds
KeTy KeTy,
Z / fovpdx, YV [vi,gn €VEXQL e Y [fuy,tip,] € M x W (8)
KeTy,

Os parametros de estabilizacao 3, e 3, sao definidos como:

BUZVTBO e Bp:hjﬁo, com [y > 0. (9)

A segunda formulagao (SH2M) desenvolvida em [10] apresenta multiplicadores de Lagrange
apenas para as componentes da velocidade definidos como o trago de u, A, = ul. sobre cada
aresta e € &, e pode ser formulada como

Encontrar o par [uy, pp] € V,’j X Q% e o multiplicador de Lagrange A, € M7 tal que, para
todo [Vh, Gh, puy] € VE x Q4 x M

Z / vVuy : Vv dx — Z /ph div vy, dx — Z/dlvuhqhdx

KeT, KEeT, KeTy,
+ Z/ prg - (Vi — Huy, d5+2/ gnng - (an — Ay,) ds
KeTy KeT,
— Z/ quhnK ( IJ'uh Z/ VVVhIlK (h—)\uh)ds
KeTy KeTh
+ Bu Z/ — Auy) - (Vi — By, )ds = Z / f-vpdx (10)
KeTy KeTy

O parametro 3, adotado aqui é o mesmo definido em (9).

5 Metodologia de Resolucao

Como estratégia de resolucao objetivamos a eliminacao dos graus de liberdade das varidveis
uy e pp no nivel do elemento em favor dos graus de liberdade do multiplicador, gerando um
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sistema global em funcao apenas dos multiplicadores de Lagrange. Dessa forma, primeiramente
adicionamos um termo de regularizagao do tipo £ J x Phqndx com o intuito de assegurar unici-
dade de solugao do campo de pressdo. Em seguida, dividimos as formulagoes (8) e (10) em um
problema local definido em cada elemento para as variaveis velocidade e pressao acoplado a um
problema global para o multiplicador. Esta idéia pode ser escrita da seguinte forma matricial

AxU+BgkA = Fg, VK €Ty, (11)
> BLU+ > CxA = 0, (12)
KeTy, KeTy,

onde U = {u,p} e A = {Ay,,, \p, } para o método SH3M e A = {A,,, } para SH2M. Dado que
A i é positiva definida, manipulamos o sistema (11) para obter

U=A(Fx —BgA), VKET,. (13)
Substituindo (13) em (12), obtemos o sistema global em fungao apenas do multiplicador como
segue
> (Ck —BRAR'Brk)A=—- ) BLA'Fk. (14)
KeTy, KeTy

Ap6s resolver o sistema global (14), o vetor U é obtido a partir de (13) com A dado por (14).

6 Resultados Numéricos

Nesta se¢@o, desenvolvemos experimentos numéricos computacionais para as formulagoes
SH3M e SH2M. Os desempenhos destes métodos sao testadas através de estudos de convergéncia
realizados em um dominio quadrado © = (0,1) x (0,1) com condigao de contorno homogénea,
onde a solucao exata é dada por

o e ®

desde que

¢ - [2712(1 + v) sin(mx) cos(my)

2712(1 — v) cos(nz) sin(7y)

A solucéo aproximada é obtida utilizando elementos triangulares P, P, — p,, e quadrilaterais
QrQi — pm, onde k, | e m denotam o grau do espago polinomial lagrangiano para a velocidade
(up,), a pressao (pp) e ambos os multiplicadores (A, , Ap, ), respectivamente. Para os parametros
¢ e v adotamos € = 107° e v = 2.0 em todas as simulacoes.

A escolha dos parametros de estabilizacao definidos em (9) é feita com base na influéncia
do [y na precisao da aproximacao da velocidade. A Figura 1 apresenta resultados dos estudos
realizados para identificarmos as melhores escolhas para o parametro 5y para elementos trian-
gulares P1P1 — pl e P2P1 — p2 com malha fixa de 32 elementos e quadrilaterais Q1Q1 — pl e
Q2Q1 — pl com malha fixa de 16 elementos. Estes estudos foram realizados em malhas fixas e
pouco refinadas com o intuito de tornar as simulagoes menos custosas computacionalmente uma,
vez que o emprego de malhas mais refinadas nao causam mudancgas significativas no resultado.
Dessa forma, para elementos triangulares, com o método SH3M os resultados apontam escolhas
Otimas para Bp = 11l quando k=1l=m =1¢e Sy =22 quando [ = 1, k = m = 2 e com o método
SH2M, By = 8 quando k =l =m =1e By = 19 quando I = 1, K = m = 2. Por outro lado,
para quadrildteros, temos Sy = 12 para k=1l=m =1¢ Sy =35 paral =1, k =m = 2 para o
método SH3M e g =1l parak=1l=m=1e g =33 paral =1, k = m = 2 para o método
SH2M. Apesar de haver algum padr@o entre os valores obtidos para 5y ndo podemos escrever
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uma férmula geral pois este padrao nao se confirma para interpolacoes de mais alta ordem.
Todavia, Schétzau et al [12] sugerem uma forma geral para os parametros 3, e (,, no entanto
os valores obtidos utilizando esta forma em nossas formulagoes apresentam precisao inferior se

comparado aos nossos resultados.

S — r——— e — R i
AoF - QIQ1-pl ] - Q2Q1-pl 3 a3 - Q1QI-pl ] “23p e Q2Q1-pl |
E —e— P1P1-pl 1 —e— P2P1-pl 1 E —e— P1P1-pl § E —e— P2P1-pl 7
= 1= 13 =
| -l4F 30 ERR | 25¢ E
3 3 ER S
[} C =) ) ] C |
= Lsp ES i = = 26F E
da E 265 = 27F E
vobd b b | TN ST e ASTTRTRTTI FEARTRNII v B b b | oo o b |
10 20 30 40 20 30 40 50 60 10 20 30 40 20 30 40 50 60
Bo Bo Bo Bo
(a) SH3M (b) SH3M (c) SH2M (d) SH2M

Figura 1: Influéncia do pardmetro By na precisao da aproximacao do método SH3M e SH2M.

Um estudo comparativo das taxas de convergéncia na norma L?(§2) obtidas com os métodos
SH3M e SH2M para elementos triangulares e quadrilaterais para as varidveis u, p, Ay € A, €
apresentado nas Figuras 2-5. Nestes experimentos usamos elementos triangulares Py P; — p1,
P, P — py e elementos quadrilaterais QQ1Q1 — p1, Q2Q1 — p2. Para o método SH3M, nas Figuras
2(a)-2(d), utilizamos interpolagoes lineares para todas as varidveis. Observamos taxas étimas
de convergéncia para as aproximacoes para o campo de velocidade e multiplicadores e uma
superconvergéncia para o campo de pressao para ambos elementos triangulares e quadrilaterais.
Além disso, podemos notar que para todas as simulagoes os elementos quadrilaterais aproximam
de forma mais precisa que os elementos triangulares.

Resultados numéricos que empregam aproximacoes polinomiais lagrangianas de diferente
ordem para os campos de velocidade e pressao podem ser vistos nas Figuras 3(a)-3(d). Como
no caso anterior, taxas 6timas de convergeéncia sao obtidas para as aproximacoes Uy, Ay, € Ay, ,
além de uma superconvergéncia para a pressao. Observamos também, que para este caso o uso
de elementos quadrilaterais se mostra mais preciso do que elementos triangulares.

- Q1Q1-pl 1 0.5 - Q1Q1-pl 3
E —e— PIPI-pl |

—e— P1P1-pl |

- Q1Ql-pl ] OF - Q1QL-pl 7 o5k
—e— PI1P1-pl | E —e— P1P1-pl B

log([lp — prllo)
b
™
|
log ([l Au = Au, llo)
log([[Ap = Ap, llo)

log([[u = unllo)

—log(h) —log(h) —log(h)
(a) un (b) pn (©) Auy, (d) Ap,

Figura 2: Estudo de convergéncia h das aproximagdes Uy, pp, Ay, € Ap, do método SH3M na norma
L?(Q) comparando a precisao de elementos triangulares com elementos quadrilaterais utilizando inter-

polacgoes lineares para ambos os campos e multiplicadores.

Para o método SH2M, os resultados apresentados nas Figuras 4(a)-4(c) confirmam taxa
6tima de convergéncia para as aproximagoes Up, Pp € Ay, tanto para elementos quadrilaterais
quanto para triangulos para interpolagtes de mesma ordem para velocidade e pressao. Como no
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E = Q2Q1-p2 3 E = Q2Q1-p2 1 -1 = Q2Q1-p2 A 05 =% Q2Q1-p2 o
ey —e— P2PLp2 1 o5k —e— P2PLp2 | o —e— P2P1p2 | : —o- P2Pl-p2 .
E 3 CE E -15F E £ ]
ER R 1 = E
E [ E TE E | osf
I ar E B EI ]
RN ER
- 2F = arE E S E
E E U 3 -1E E
5E 3 25F E AF E
il 74'5; B 157 Ll \\7
0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5
—log(h) —log(h) —log(h) —log(h)
(a) un (b) pr (©) Aup, (d) Apy,

Figura 3: Estudo de convergéncia h das aproximacoes Uy, pp, Au, € Ap, do método SH3M na norma
L?(Q) comparando a precisao de elementos triangulares com elementos quadrilaterais utilizando inter-
polacoes quadraticas para a velocidade e multiplicadores e linear para a pressao.

método SH3M, percebemos que elementos quadrilaterais sao mais precisos que os triangulares
para as aproximagcoes Uy, € Ay, , porém isto nao se confirma para a pressao. As Figuras 5(a)-5(c)
apresentam interpolacoes para velocidade e o multiplicador com uma ordem a mais que o campo
de pressao, neste caso também podemos observar taxa étima para as aproximagoes e uma maior
precisao para elementos quadrilaterais para pp, e Ay, -

-1 =« Q1Q1l-ql A L = Q1Q1l-ql ] —055* - Q1Q1-ql 1
F —e— PIPI-pl ] ol —e— PIPI-pl ] r —e— P1P1-pl ]
15F E 1 E E
.k 02k .
= =
< E 3 < [ ]
: s ]
= & 7 1
Z 250 E -
0.8 -
ki3 E r 1
2 i ]
L L s L
05 1 15 0.5 1 15
—log(h) —log(h) —log(h)
(a) un (b) pn (€) Aup,

Figura 4: Estudo de convergéncia h das aproximacdes Uy, ps € Ay, do método SH2M na norma L?(2)
comparando a precisao de elementos triangulares com elementos quadrilaterais utilizando interpolagoes
lineares para ambos os campos e multiplicador.

7 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos novos resultados numéricos utilizando elementos quadrilate-
rais para as formulagdes hibridas estabilizadas de Galerkin descontinuo propostas em [10]. Os
métodos SH3M e SH2M sao facilmente implementados usando a mesma estrutura de dados em-
pregada nos métodos de elementos finitos de Galerkin continuo, permitindo diferentes graus de
interpolacao polinomial para as varidveis locais e para o multiplicador favorecendo uma maior fle-
xibilidade e uma maior precisao. Resultados numéricos mostraram taxas 6timas de convergéncia
para as varidveis uy e p, e para os multiplicadores A, e A,, inclusive para espacos polinomiais
lagrangianos de mesma ordem com elementos triangulares e quadrilaterais.
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9 - Q1Q1-ql 3 E = Q1Q1-ql 3 - Q1Q1-ql
—e— PIP1-pl ] <05 —e— PI1P1-pl 7 —e— P1P1-pl 3

2.5 E ; El E
= 3 1 = 7= E
= E = E s 3
S E Y E ~ = E
| 358 ERES E E
=, = < E
= E ERR E = E
2 = 2 ER- E
4.5 E E - El
5 E 25F E E

0.5 1 1.5 0.5 1 1.5

—log(h)

(a) up (b) pn (¢) Aup,

Figura 5: Estudo de convergéncia h das aproximacdes Uy, ps € Ay, do método SH2M na norma L?(2)
comparando a precisao de elementos triangulares com elementos quadrilaterais utilizando interpolagoes
quadréticas para a velocidade e multiplicador e linear para a pressao.
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