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Resumo: O objetivo deste trabalho é estudar o efeito da razdo de refino de malha sobre
multiextrapolagoes de Richardson (MER) em problemas uni e bidimensionais resolvidos com
diferencas finitas e volumes finitos. Foram empregados trés modelos numeéricos: Poisson 1D, Laplace
e Burgers 2D, discretizados com aproximagdo numérica de 2° ordem. Foram utilizados conjuntos de
malhas base com 2, 4, 64, 256 e 1024 elementos iniciais. Empregou-se razoes de refino iguais a 1,2,
1,25, 1,5, 2, 3, 4 ¢ 5. Foi utilizado varia¢do constante (DN) entre os elementos da malha, sendo iguais
a2 4,8 16 e 32 elementos. Também foram empregadas razoées de refino variaveis (Dr) iguais a 0,5 e
1. Verificou-se que: independente da escolha da razdo de refino e da malha base o erro numérico
diminui apos aplicar MER; usar DN constante entre as malhas pode ser uma alternativa na gera¢do
de conjuntos de malhas; a razdo de refino igual a 2 apresentou o menor erro apos aplicar MER; e
malha base com maior numero de elementos apresenta maior ordem efetiva.

Palavras-chave: erro de discretizacdo, ordem efetiva, multiextrapolagdo de Richardson, razio de
refino, malha base.

1 INTRODUCAO

Do ponto de vista matematico, uma solu¢do numérica ideal deve ter erro numérico nulo, ou seja,
deve resultar na solugdo analitica. Portanto, estudar técnicas que sejam eficientes na reducdo do erro
numérico ou de suas fontes ¢ importante para que seja possivel medir adequadamente o erro de
modelagem, isto €, o erro de um modelo matematico usado para representar um fendmeno fisico real.

Por isso, para reduzir o erro numérico causado por erros de discretizagdo foi estudado o efeito da
razdo de refino de malha, que segundo [5] é um parametro que afeta diretamente a estimativa do erro
de discretizagdo feita pelos estimadores mais empregados na literatura. Devido ao emprego do
estimador GCI (Grid Convergence Index), o qual relata o grau de refinamento da malha, foi
constatado por [1] que estudos futuros sdo necessarios para avaliar analiticamente a influéncia da
geometria das células na acuracia da solug@o e mais precisamente avaliar outras opc¢des de sistemas de
malhas incluindo varias formas de configuragdo de malhas hibridas.

Assim, para estudar o efeito da razdo de refino na redugdo do erro de discretizagdo em varias
malhas com / diferentes empregou-se MER (Multiextrapolagdo de Richardson), que ¢ um estimador
baseado na extrapolacdo de Richardson [3] e que foi desenvolvido por [2] para reduzir e estimar o erro
de discretizagdo da equagdo de Laplace 2D empregando somente razao de refino igual a 2.

2 MODELOS MATEMATICOS

O modelo matematico unidimensional (1D) é a equagdo de Poisson [4], expressa por

2

de; = —n’sen(7x) (1)

onde u representa a variavel dependente e x ¢ a coordenada espacial. As condi¢des de contorno, do

tipo Dirichlet, sdo #(0) = u(1) = 0. Sua solugdo analitica ¢ u = sen (7w x).
O primeiro modelo matematico bidimensional (2D) é a equagdo de Laplace, expressa por
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onde y ¢ a 2* coordenada espacial. As condi¢des de contorno e as solu¢des analiticas sdo dadas em [2].
As equagdes de Burgers sdo o segundo modelo matematico 2D. Elas podem ser expressas por

ou ou Op 1 (0u 0O ov ov op 1 (d*w 0o
e U—+v—=——
ox Oy oy Re

e T o TRelae Tt o S(ny.Re) (3
u@x v@y ox Relox? oy? A2 Oyzj (x,y,Re) (3)

onde v representa a segunda variavel dependente; p é a pressdo, conhecida analiticamente; Re é o
nimero de Reynolds; ¢ S ¢ um termo fonte. As variaveis p e S, as condi¢des de contorno ¢ as solugdes
analiticas sdo dadas em [6].

3 MODELOS NUMERICOS

A solugdo numérica sem extrapolacdo foi obtida pelo método de diferencas finitas [7], para
Poisson ¢ Laplace, e de volumes finitos [8], para Burgers. A discretizagdo foi realizada em malhas
estruturadas e uniformes. Para os trés modelos matematicos foi considerada a aproximagdo CDS-2
(Central Differencing Scheme) de 2* ordem. O solver utilizado para Poisson foi o TDMA
(TriDiagonal Matrix Algorithm). Para Laplace foi o MSI (Modified Strongly Implicift) ¢ para
Burgers foi o Gauss-Seidel, ambos com o acelerador de convergéncia multigrid [9]. Os programas
foram implementados em linguagem FORTRAN 95, versdo Intel 11.1.065, e precisdo quadrupla.

A solug@o numérica (z) em cada malha g com m extrapola¢des de Richardson, para cada variavel
de interesse, ¢ dada por

u —u
_ g,m—1 g—-1,m-1
Ugm = Ugm-1 P 1 )

onde p,, representa as ordens verdadeiras [2] do erro de discretizagdo; 4 ¢ a distancia entre dois nos
consecutivos; = h,.; / hg € a razdo de refino; g = [2,G], onde g = 1 ¢ a malha mais grossa,e g=G ¢éa
malha mais fina; e m = [1,g-1] é o numero de extrapolacdes, onde m = 0 significa que a solug¢do nio
apresenta qualquer extrapolagdo.

4 RESULTADOS

O erro de discretizag@o da solugdo numérica em cada no i é definido por

E — uanalmca _unumerzca (5)

i i i

Para analisar a eficiéncia de MER na redug¢@o do erro de discretizagdo de um conjunto de malhas,
foi empregado o conceito de ordem efetiva, calculada por [2]

log( Eg—],m—] ]
E,,

log(7) ©

(pE)g,m =

onde g =[2,G] e m =[1,g-1].
A equacdo de Laplace apresenta resultados para a variavel de interesse u emx=1/2 ey =1/2 (u.),
ou seja, no centro do dominio de calculo. Foram simuladas para essa varidvel cinco conjuntos de
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malhas com diferentes razdes de refino: para » = 2, foram obtidas 11 malhas com 3, 5, 9, 17, 33, 65,
129, 257, 513, 1025 e 2049 nos por direcdo; para r = 4, foram obtidas 7 malhas com 3, 9, 33, 129, 513,
2049 e 8193 nos por diregdo; para » = 3, foram obtidas 7 malhas com 3, 7, 19, 55, 163, 487 ¢ 1459 nos
por direcdo; para » ~ 1,5 foram obtidas 14 malhas com 3, 5, 7, 11, 17, 25, 37, 55, 83, 123, 183, 273,
409 e 613 nos por diregdo; e para 7 = 1,2 foram obtidas 22 malhas com 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 19, 23,
27,31,37,43,51, 61,73, 87, 103, 123, 147, 175 ¢ 209 nds por diregao.

Pela Figura 1 percebe-se que os resultados extrapolados (Em) apresentam os menores erros com
relagdo aos resultados sem extrapolagdo (Eh), usando qualquer uma das cinco razdes de refino. O

menor erro ¢ obtido com 7 ~ 1,2 até h = 3,125x107 Abaixo de & = 3,125x107, a redu¢do com r =2 &
bem menor do que as demais razdes de refino.

10™ o
= ) 4
5 107 4
107
10% v
4
107 +

<

Figura 1: u. - equacdo de Laplace 2D

Para a equacdo de Poisson foram obtidos resultados para u no centro do dominio de calculo (u.), a
média de u e fluxo de calor em x = 1. Para Burgers foram simuladas as variaveis: velocidade no centro
do dominio de calculo (u.), fluxo de massa, forca de arrasto na parede inferior, valor minimo da
componente da velocidade na dire¢do horizontal e valor minimo da fung@o corrente do dominio
inteiro. O presente artigo mostra resultados somente para a variavel de interesse u. devido ao volume
de dados e resultados das demais variaveis.

A Figura 2 apresenta o0 modulo do erro numérico para a equagdo de Poisson. Foram simuladas
quatro razdes de refino em trés conjuntos de elementos iniciais diferentes. Ou seja, quando a malha
mais grossa iniciava com N = 2 elementos, foram empregados quatro conjuntos de malhas com razoes
de refino iguais a 2, 3, 4 ¢ 5. Da mesma forma, quando a malha mais grossa iniciava com N = 64
elementos, e também, quando considerava-se a malha mais grossa iniciando com N = 1024 elementos.
Percebe-se que as solugdes extrapoladas (Em) apresentam menores erros com relagdo as solugdes sem
extrapolacdo (Eh) indiferente da escolha da razdo de refino. As curvas Eh N2 r=2 ¢ Eh N1024 r=5
representam as solugdes sem extrapolacgdo, visto que as demais curvas sem extrapolagdo apresentam
resultados qualitativamente iguais. Em 4 = 9,76x10™, a curva Em N2 r=2 apresentou o menor erro
numérico (7,40x10°%) com 9 extrapolagdes. Em 4 = 2,28x10™ a curva Em N2 r=3 apresentou um
erro igual a 3,71x107* e 7 extrapolagdes. A partir de certo 4, os erros das extrapolagdes comegam a
aumentar. Esse aumento se da pelo erro de arredondamento de maquina.

A Figura 3 apresenta a ordem efetiva do erro numérico para a equacdo de Poisson 1D. A ordem
assintotica (a priori) das curvas sem extrapolagdo tende a 2. A ordem efetiva da curva Em N2 r=2
tende a 18 com 7 extrapolagdes. A ordem efetiva da curva Em N64 r=2 tende a 22 com 4
extrapolacdes. E a ordem efetiva da curva Em N1024 r=2 tende a 28 com 3 extrapolagdes. De forma
analoga ocorre com as demais razdes de refino. Quanto mais fina inicia-se a malha base, a ordem
tende a aumentar seu valor apds a malha ser extrapolada.
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Para Poisson também foram simuladas malhas com razdes de refino iguais a 1,25; 1,5 ¢ 2,5
usando malha base com 64 e 1024 noés. O comportamento dos resultados do erro mostraram-se
qualitativamente iguais aos resultados da Figura 2. As ordens efetivas apresentadas, usando a malha
base com 64 noés, tenderam a: 46 para r = 1,25 com 2 extrapolagdes; 34 para » = 1,5 com 5
extrapolacdes; e 18 para » = 2,5 com 4 extrapolagdes. As ordens efetivas apresentadas, usando a malha
base com 1024 nos, tenderam a: 73 para r = 1,25 com 3 extrapolacdes; 43 para » = 1,5 com 3
extrapolacoes; e 20 para » = 2,5 com 2 extrapolagdes.
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Figura 3: p; - equagdo de Poisson 1D

Ainda para Poisson, foram simuladas para cada malha base com N = 2, 64 ¢ 1024 clementos,
conjuntos de malhas que apresentam variagdes nesses elementos entre cada malha subsequente. Por
exemplo, se a malha base inicia-se com N = 2, os proximos elementos da malha com a variagdo desses
elementos igual a 2 (DN = 2) sdo: 4, 6, 8, .... Assim, se a malha base comecar com N = 64, os
proximos elementos da malha com DN = 16 serdo: 80, 96, 112, .... Também foram obtidas malhas que
apresentam a variacdo Dr = 1, com 7 inicial igual a 2 e r final igual a 8, ¢ Dr = 0,5, com r inicial 1,5 ¢
final 5,5. As Figuras 4 e 5 trazem os resultados para a malha base iniciando com 64 eclementos. As
malhas bases iniciando com 2 ¢ 1024 elementos apresentam resultados qualitativamente iguais aos
apresentados a seguir.
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A Figura 4 mostra o moédulo do erro das solugdes sem extrapolagdo (Eh) e das solugdes
multiextrapoladas (Em) para DN =2, 4, 8, 16 ¢ 32, ¢ Dr =1 ¢ 0,5. As curvas Eh r=2 ¢ Eh_Dr=0,5
representam as curvas sem extrapolagdo. As demais curvas Eh apresentam resultados qualitativamente
iguais. Percebe-se que todas as solugdes extrapoladas apresentam erro numérico menor em relagdo as
solugdes sem extrapolagdo. Entre & = 1,56x107 e & = 2,05x107, a curva Em_r=1,5, que é a curva da
solugdo extrapolada com razio de refino igual a 1,5, apresenta erro igual a 5,99x10°° com 5
extrapolagdes; enquanto sua solugdo sem extrapolagio tem erro igual a 3,48x10°.

A Figura 5 traz as ordens efetivas referentes aos erros apresentados na Figura 4. A ordem efetiva
da curva Em r=1,25 tende a 46 com 2 extrapolagdes. A curva Em r=1,5 tem ordem efetiva tendendo a
34 com 5 extrapolagdes. Ja a curva Em DN2 apresenta ordem tendendo a 295 na primeira
extrapolacdo e 142 na segunda. Nas demais extrapolagdes a ordem tende a 11.
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Figura 5: px - N64 - equacdo de Poisson 1D
Para a equag@o de Burgers 2D foram simulados trés conjuntos de malhas iniciando com 4, 64 ¢

256 elementos. Para N = 4 empregou-se » =2 e » = 3. Para N = 64 ¢ N = 256 utilizou-se as razdes de
refino = 1,25, r=1,5, r =2 e r = 3. Os resultados encontram-se nas Figuras 6 ¢ 7.
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Percebe-se pela Figura 6 que as solugdes extrapoladas de qualquer razdo de refino apresentam
menores erros com relagdo as solucdes sem extrapolagdo. As curvas Eh N4 r=2 ¢ Eh N256 r=3
representam as solu¢des sem extrapolagdo, visto que as demais curvas Eh apresentam resultados
qualitativamente iguais. Independente de qual malha base comece o conjunto de malhas, a razdo de
refino igual a 2 apresentou o menor erro numérico nas solugdes extrapoladas. No entanto, percebe-se
que se fossem adicionados mais niveis de malhas para as razdes de refino 1,25 e 1,5 se teriam erros
menores nas solugdes extrapoladas.

Pela Figura 7, percebe-se que a ordem efetiva a priori das solugdes sem extrapolacdo tende a 2.
Os erros que apresentaram as maiores ordens foram os erros (Em) das razoes de refino 1,25 ¢ 1,5 com
malhas base 64 ¢ 256. Isso pode ser visto pelas curvas: Em N64 r=1,25 que apresentou ordem
tendendo a 22 com 1 extrapolagdo; Em N64 r=1,5 com ordem efetiva tendendo a 18 na quarta
extrapolacdo; Em N256 r=1,25 que apresentou a maior ordem de todas, tendendo a 28 na primeira
extrapolacdo; e Em N256 r=1,5 com ordem efetiva tendendo a 16 com 3 extrapolagdes. A curva
Em N64 r=2 teve a ordem efetiva tendendo a 17 com 7 extrapolagdes.
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Figura 7: pg - equagdo de Burgers 2D
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5 CONCLUSAO

Neste artigo foram empregados trés modelos numéricos: Poisson 1D, Laplace e Burgers 2D,
discretizados com aproximagdo numérica de 2* ordem em diferencas finitas e volumes finitos. Foram
utilizados conjuntos de malhas base com 2, 4, 64, 256 ¢ 1024 elementos iniciais. Empregou-se razoes
de refino iguais a 1,2, 1,25, 1,5, 2, 3, 4 ¢ 5. Também foi utilizada a variagdo constante entre os
elementos da malha, sendo DN iguais a 2, 4, 8, 16 e 32 elementos.

Constatou-se que: a) independente da escolha da razdo de refino, o erro numérico diminui apos
aplicar MER; b) independente da escolha da malha base, o erro diminui ap6s aplicar MER; ¢) usar a
variagdo DN constante entre as malhas pode ser uma alternativa na geragdo de conjuntos de malhas,
pois o erro diminui com a aplicagdo de MER; d) a raz8o de refino igual a 2 apresentou o menor erro
numérico com malhas base iguais a 2, 64 ¢ 1024 elementos; ¢ ¢) a malha base com maior nimero de
elementos apresenta maior ordem efetiva nas extrapola¢des iniciais.
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