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Resumo: No estudo das varidveis aleatdrias continuas sobre o conjunto dos niimeros reais,
R, um dos problemas é o calculo de probabilidades, visto que é necessario resolver uma inte-
gral definida da func¢do densidade que, na maioria das vezes, nao possui primitiva explicita ou
cuja primitiva nao é simples de se obter. Considerando que integrais de fungoes densidade de
probabilidade sejam resolvidas analiticamente, seu valor numérico é dado por aproximacao e,
portanto, afetado por erros de arredondamento ou truncamento. Utilizando-se intervalos para
representagao dos numeros reais, € possivel controlar a propagacao desses erros, pois resultados
intervalares carregam consigo a seguranca de sua qualidade. Para obter o valor numérico das
funcoes densidade de probabilidade com distribuigoes Exponencial e Pareto se faz necessario o
uso de integragao numérica. O presente trabalho apresenta dois métodos para computar o inter-
valo solugao das distribuigbes com entradas intervalares e analisa qual desses métodos retorna
resultados mais exatos. Propoe-se as solugoes destas distribuicoes através da primitiva da funcao
com entradas intervalares e pelo método de Simpson Intervalar. Apds a andlise da qualidade
dos intervalos encapsuladores para estas distribuigoes, verifica-se que a solugdo obtida através
da primitiva da funcao com entradas intervalares apresentou exatidao maxima com controle da
propagacao de erros através da utilizacao da aritmética intervalar.
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1 Introducao

No processo de resolucao de problemas podem ser constatadas fontes de erros, tais como: pro-
pagagao dos erros nos dados iniciais, arredondamento e erros de truncamento, causados ao se
truncar sequéncias infinitas de operacgoes aritméticas, apdés um numero finito de etapas. Neste
contexto percebe-se a importancia de técnicas intervalares. Ressalta-se que uma resposta inter-
valar carrega com ela a garantia de sua incerteza. Um valor pontual nao carrega medidas de sua
incerteza. Mesmo quando uma andlise de sondagem do erro é executada, o niimero resultante é
somente uma estimativa do erro que pode estar presente.

Os intervalos foram definidos com a finalidade de automatizar a andlise do erro computaci-
onal. Através da utilizagao de intervalos, tem-se um controle automético de erros com limites
confidveis.

A aritmética intervalar utiliza intervalos reais para representar valores infinitos, valores des-
conhecidos ou para representar valores continuos que podem ser conhecidos ou nao. Os intervalos
servem para representar dados inexatos, aproximacoes e erros de truncamento de procedimentos
8].

Na matematica intervalar, o valor real x é aproximado por um intervalo X, que possui como
limites inferior (z) e superior (Z) nimeros de maquina de forma que o intervalo contenha x. Os
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célculos reais s@o substituidos por calculos que utilizam a aritmética intervalar [9].

Segundo Kearfott [6], sdo muitas as aplicagoes de intervalos e nas mais diversas dreas,
tais como: programacao matematica, manipulacao de equagoes, andlise e projeto de circuitos
elétricos, psicologia matemadtica, estatistica, equagoes diferenciais, fisica e muitos outros.

Computar probabilidades em situagoes praticas envolve niimeros e, consequentemente, pro-
blemas numéricos. Problemas numéricos na computacao cientifica originam-se primordialmente
da impossibilidade de se operar com numeros reais diretamente, pois tem-se que representar
uma grandeza continua (a reta real) de forma discreta (palavras de maquina) [2]. O sistema de
ponto flutuante é uma aproximacao pratica dos nimeros reais.

O presente trabalho apresenta dois métodos para computar o intervalo solugao das distri-
buicGes com entradas intervalares e analisa qual desses métodos retorna resultados mais exa-
tos. Propoe-se as solucoes destas distribuigoes através da primitiva da funcao com entradas
intervalares e pelo método de Simpson Intervalar. Apds a andlise da qualidade dos intervalos
encapsuladores para estas distribuicoes, verifica-se que a solugdo obtida através da primitiva da
funcao com entradas intervalares apresentou exatidao méaxima com controle da propagacao de
erros através da utilizacao da aritmética intervalar.

2 Funcoes Densidade de Probabilidade com Distribuicoes Ex-
ponencial e Pareto

A funcao densidade de probabilidade com distribuigdo Exponencial é frequentemente utilizada
para determinar a vida util de equipamentos eletronicos e do tempo entre ocorréncias de eventos
sucessivos, como por exemplo, o tempo entre chegadas de clientes a uma agéncia bancaria [16].

Define-se a funcao densidade de probabilidade da distribuicao Exponencial de parametro «
€ R por:

ae” ", 0< 2 < oo,
f(x)_{o, z <0, M)
com o > 0.

A probabilidade de que um nimero z € (a, b) é:

b
P(CL <z< b) = Ol/ e dr = e 4 — e_ba (2)

Sendo a aplicacao da integral a resolucao de um numero x estar compreendido no intervalo
entre os valores a e b.
Seja A = [a,b] C R. Para calcular P(a < x < b), tem-se as seguintes situagoes possiveis:

i) Se b <0, entao P(a < x <b) =0.
ii) Se 0 € (a, b), entdo Pla <z <b)=P(0 <z <b) = fob aedx.
iii) Se a >0, entdao P(a <z <b) = f; ae”*dx.

A fungao 1 tem primitiva na forma analitica, entdo, pelo Teorema Fundamental do Célculo
Integral, pode-se calcular a integral definida de f(x) diretamente desta primitiva. O nimero e
suas poténcias, de expoentes nao nulos, sao irracionais, sendo seus valores aproximados, portanto
sujeitos a erros de arredondamento [13].

Para gerar o intervalo encapsulador da exponencial, Santos [13] utilizou o método de Simp-
son Intervalar, o qual é uma alternativa para encontrar um intervalo que aproxime o valor desta
integral, com a finalidade de obter um intervalo com amplitude tdo pequena quanto possivel que
contenha a integral. Para a aplicagdo do método é necesséario determinar extensoes intervalares
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para a densidade f(x) e sua derivada de quarta ordem [13],

5 —ox
(4) _Jate ™, 0 < < oo,
Fo() { 0, z < 0.
Como a probabilidade da variavel aleatéria x assumir valores negativos é 0 pode-se restringir,
na aplicacdo do método de Simpson intervalar, o dominio de f e de f*) ao conjunto R,. Sejam
fIR, e fW|R, as restricées de f e de f*), isto é

fIR (2) = e ™ 0 <z < o0, e fHR, =a’ ™ 0 <z < oo,

sao decrescentes e as funcoes intervalares

Fp(X) =ale @@ e 2], 2> 0e Gg(X) = a’[e” %, e7%Z], como extensdo intervalar para
a funcao densidade fx|Ry e a derivada f)(? )]R+.

O Principio de Pareto ou a regra dos 80-20 que diz que, em muitos fenomenos, 80% dos
efeitos vem de 20% das causas. Por exemplo, em um negécio de vendas, 80% das vendas provém
de 20% dos clientes [7].

Define-se a funcao de densidade de probabilidade da distribuicao de Pareto, por [16]:

[ se x>8
f(a:)—{ 0 se z<p (3)

com a > 1e [ >0.

/+OO f(z)dx = /;_OO sﬁi dx

—0o0
Pode-se, entao, calcular a probabilidade de um valor distribuido conforme Pareto, através
da integral apresentada acima.
Para computar o intervalo encapsulador da probabilidade intervalar para esta variavel aleatéria
utiliza-se a seguinte férmula [4]:

c® c* c
FP(X):OKWZO&<|:W,W:|>, para 0¢X:[£,f], (4)

onde o e ¢c € R.

Define-se a funcao densidade aplicando a extensao intervalar, ou seja, para cada operacao
de Fp(X), se é conhecido o intervalo X, computa-se a imagem através da aritmética intervalar
definida por Moore [9] [10].

3 Meétodos de Integracao Numérica com Entradas Intervalares

Nesta secao descreve-se duas propostas para calcular as funcées com distribuicbes Exponencial
e Pareto com entradas intervalares. Primeiramente apresenta-se a solucao através da primitiva
da funcao e em seguida a solucao através da aplicagdo do método de Simpson Intervalar.

3.1 Primitiva da funcao

Abaixo apresentam-se as férmulas utilizadas como solugao das duas fungles através das suas
primitivas.
Primitiva da fungdo Exponencial:

b
Oé/ e—osz:E — e—aXX — eTOXT _ pmaxz
a
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Primitiva da fun¢ao Pareto:

—+00 Oéﬁa
3 Xoa+l

de = X (X™*) =% (—27Y) = B* x (—279)
onde (z) é o limite inferior e (Z) é o limite superior do intervalo X.

3.2 Método de Simpson Intervalar

A seguir, apresenta-se a defini¢ao intervalar para o método desenvolvida por Caprani et al. [3]
e aplicada no presente trabalho.
Dada a fungao continua f : R — R sobre o intervalo A = [a,b], o objetivo é calcular

b
S:/ f(z)dz. (5)

Como f é continua, f é integravel a Riemann. Se G é uma primitiva de f em [a,b] tem-se,
pelo Teorema Fundamental do Calculo Integral, que

S = G(b) — G(a)

G(a) ou G(b) podem nao ter uma representacao exata no computador, o que implica que
seu valor deve ser aproximado por um numero de maquina. Se nao é possivel encontrar uma
expressao analitica para uma primitiva de f, métodos numéricos sdo essenciais para encontrar
uma solugao numérica do problema [13].

O método de Simpson Intervalar [3] é uma extensao intervalar do Método de Simpson real.
O método na forma intervalar é fundamentado na propriedade aditiva da integral definida e no
teorema do valor médio para integrais. Admite conhecidas as extensoes intervalares inclusoes
monoténicas F e G de f e f®), respectivamente.

Como f(z) € F(X), para todo z € (X € R) entao,

15 = Z; /_ Fx)da = ;w(Ai)F(Ai).

Assim, tem-se:

w(A;)

a; w(A; 5
IS; = / f(z)dx = (F(aj—1) +4F(m(A;)) + F(a;)) — (w(Aa)®

2880

: G(Ay).

onde F(aij—1), F(m(A;)) e F(a;) sao intervalos degenerados de nimeros reais. Portanto,
n
SCIS=)_IS. (6)
i=1
Assumindo que G é uma extensio intervalar linear de f*, tem-se

!
= 2880"

1

Iz' < —
w(lS)) = 2830

Se w(A;) = w(A)/n tem-se que w(IS) = >, w(IS;) < K3/n®, pode-se esperar que dobrando-
se o valor de n reduz-se o erro de truncamento por um fator de 32. O intervalo I.S depende das
extensoes intervalares usadas e do valor de n [13].
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4 Analise da Qualidade dos Intervalos Encapsuladores

A linguagem escolhida para implementar os métodos foi Python [11], para a qual se utiliza o
pacote intervalar IntPy [5]. Comparando-se os resultados obtidos no IntPy, IntLab, Maple In-
tervalar e C-XSC, o pacote desenvolvido na linguagem Python foi o que demonstrou os melhores
resultados, retornando intervalos com qualidade e em tempos de processamento menores [1].
Segundo Ratschek e Rokne [12], a aritmética intervalar fornece uma ferramenta para estimar
e controlar erros automaticamente. Os calculos sao executados usando intervalos ao invés de
nimeros reais e, consequentemente, a aritmética real é substituida pela aritmética intervalar. A
computacao com utilizacao de intervalos fornece as seguintes estimativas para o erro:

w(X)

e Erro Absoluto: |x —m(X)| < =5,

onde m(X) = (#) é o ponto médio do intervalo X;

e Frro Relativo:

z n;(X)‘ < gtk se 0 ¢ X
Aplicam-se estas medidas de erros nos intervalos encapsuladores obtidos para as fungoes
densidade de probabilidade com distribui¢cbes Exponencial e Pareto com o objetivo de verifi-
car a qualidade do intervalo solucao, obtido apds o processamento de operacgoes aritméticas
intervalares.
Todos os resultados intervalares e reais que serao apresentados, utilizaram o sistema de ponto
flutuante F(10, 14, -10, 10).

4.1 Exponencial

Para a Exponencial foram propostas duas implementagoes para a forma real e intervalar. A
primeira utilizando a resolugao pelo Método 1/3 de Simpson e Simpson Intervalar, e a segunda
a partir da primitiva da funcdo com entradas reais e intervalares.

Apresentam-se na Tabela 1 os valores obtidos em cada uma das solucoes utilizadas para a
forma real e para a forma intervalar, bem como o tempo (em segundos) de processamento para
obter cada solugao. Exemplo: Intervalo A = [20, 50], & = 0.01, subintervalos = 50

Tabela 1: Aplicacdo com a primitiva da funcdo e com o método de Simpson nas formas real e

intervalar
Resultado Tempo (s)
Primitiva Real 0.21220009336535 0.00003
Primitiva Intervalar | [0.21220009336535, 0.21220009336536] 0.00036
Simpson Real 0.21220009336642 0.00006
Simpson Intervalar | [0.21220009336542, 0.21220009336543] 0.00238

Pelos valores apresentados na Tabela 1, nota-se que a resolucao sem o método de Simp-
son apresentou um resultado melhor se analisarmos o tempo de processamento e o intervalo
encapsulador.

Tabela 2: Qualidade dos intervalos encapsuladores para a funcao com distribuicao Exponencial

Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
Primitiva | 0.00000000000001 | 4.99600361081x10~1° < 4.99600361081x10~ ' | 2.35438332358x10 1% < 2.35438332358x 10~ !4
Simpson 0.00000000000001 | 4.99600361081x10~1° < 4.99600361081x10~ ' | 2.35438332358x 10 1% < 2.35438332358x 10~ 4

No céalculo do erro absoluto, verifica-se que a diferenca entre o valor exato e o ponto médio
do intervalo encapsulador com a solucao pela primitiva da fungao e pelo método de Simpson
Intervalar apresenta variacao na 16* casa decimal. E o resultado da divisdao do diametro do
intervalo pela metade, também ocorre variacao na 16* casa decimal para ambas as solugoes.

Para o erro relativo, as duas solugoes apresentam diferenca apenas na 15* casa decimal.
Assim, a qualidade do intervalo é garantida através das estimativas de erros calculados.
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4.2 Pareto

A implementacao da distribuicdo de Pareto foi realizada utilizando-se a primitiva da funcao e
o Método 1/3 de Simpson. Assim, apresentam-se duas maneiras para computar o valor com
entradas reais e duas para computar o intervalo solucdo para esta distribuicao com exemplo
aplicado em Varjao [15]. Exemplo: Intervalo = [1.0, 2.0], « = 0.25, ¢ = 1.0

Tabela 3: Aplicacdo com a primitiva da funcdo e com o método de Simpson nas formas real e

intervalar
Resultado Tempo (s)
Primitiva Real 0.15910358474629 0.00006
Primitiva Intervalar | [0.15910358474629, 0.15910358474630] 0.00039
Simpson Real 0.15910358666866 0.00007
Simpson Intervalar [0.15910357486653, 0.15910359486654] 0.08407

A Tabela 3 mostra que o valor real estd contido no intervalo solugao gerado pelas duas
implementacoes. Além disso, é possivel verificar que o tempo de processamento para computar
o intervalo encapsulador utilizando o Método 1/3 de Simpson é maior.

A partir desses dados, apresenta-se entao a Tabela 4, a qual é uma anélise da qualidade dos
intervalos obtidos no presente trabalho.

Tabela 4: Qualidade dos intervalos encapsuladores para a fungdo com distribuigao Pareto

Diametro Erro Absoluto Erro Relativo
Primitiva | 0.00000000000001 | 4.99600361081x10~1° < 4.99600361081x10~ > | 3.14009493801x10 1% < 3.14009493801x 10~ 4
Simpson | 0.00000002000000 1.80212500478x 10~ 2 < 1.00000049907 x 108 1.13267402861x 10~ < 6.28521703496 x 108

Verifica-se, através do cdlculo do didmetro, que o método de resolucao utilizando a primitiva
da funcao resulta em intervalos com menor comprimento.

A estimativa do erro absoluto é bem menor que na solucao que utiliza o método de Simpson.
Quanto ao erro relativo, pode-se afirmar que a mesma caracteristica é mantida, comprovando que
o resultado do intervalo encapsulador utilizando a primitiva da funcao como solugao apresenta
uma qualiddade melhor quanto a estimativa de erros.

Assim, foi possivel concluir que a implementacao utilizando a primitiva da funcio sempre se
mostra de melhor qualidade em todas as estimativas.

5 Conclusoes

Embora integrais de fungoes densidade de probabilidade como a Exponencial e a de Pareto,
sejam resolvidas analiticamente, seu valor numérico no computador é dado por aproximacao, e
portanto afetado por erros de arredondamento ou truncamento.

Quando se trabalha com computagdo numérica, um dos fatores de maior importancia é a
exatidao da resposta desses calculos. O que sempre se procura sao resultados cada vez mais
precisos e com um menor erro possivel contido neles.

A matematica intervalar surge com o objetivo principal de realizar um controle automatico
de erros dos célculos, retornando respostas com a maior exatidao possivel.

A implementacao das funcées com entradas reais foi realizada na linguagem Python. Para
a forma intervalar, também utilizou-se a mesma linguagem, a qual possui um pacote para pro-
gramacao com intervalos, chamado IntPy [5]. A escolha da linguagem se deu a partir de com-
paragoes realizadas entre alguns ambientes de programagao intervalar [1].

Com o sistema de ponto flutuante F(10, 14, -10, 10) (ou com quatorze casas decimais)
verificou-se, através das medidas de erros (absoluto e relativo) e diametro do intervalo, que
todos os resultados para as probabilidades reais estao contidos nos intervalos encapsuladores.

O objetivo deste trabalho foi mostrar a importancia e justificativa de se utilizar a matematica
intervalar no calculo de intervalos encapsuladores para as funcoes densidade de probabilidade
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das variaveis aleatorias continuas com distribuigoes Exponencial e Pareto. A partir da aplicagao
das solucgoes utilizando a primitiva da funcao e o método de Simpson Intervalar, foi possivel
concluir através da andlise da qualidade dos intervalos que o método que utiliza a primitiva
da funcao, resulta em intervalos encapsuladores bons e com qualidade, o que justifica o uso da
aritmética intervalar para essas funcoes.
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