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RESUMO

O Método de Kaczmarz [6], também conhecido na literatura como Técnica de Reconstrugdo Algé-
brica (ART - Algebraic Reconstruction Technique), ¢ um algoritmo iterativo para solucdo de sistemas
lineares Az = b. Consiste em uma série de proje¢des ortogonais alternadas realizadas nos hiperplanos
definidos pelas equagdes do sistema.

Uma variagcdo do método cldssico, denominada Método de Kaczmarz Aleatério (RK - Randomized
Kaczmarz), apresentada em 2009 por Strohmer e Vershynin em [7] consiste em selecionar os hiperplanos
para serem realizadas as projecdes ortogonais através de uma probabilidade proporcional a sua norma
euclidiana. Sua abordagem pode ser descrita por
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sendo que p(i) assume valores entre {1,...,m} com probabilidade
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Frobenius, || - |2 denota a norma Euclidiana ou norma espectral para vetores ou matrizes e A 0 parAmetro

de relaxacdo. Através desta probabilidade foi provada a taxa exponencial de convergéncia esperada de
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sendo que #(A) = ||A71||3]|A||% € o nimero de condi¢do escalado de A, z( € uma estimativa inicial
arbitrdria e £ denota a esperanga sobre a escolha das linhas. Isto assumindo que a matriz A é de posto

completo de modo que HA*IH@ inf {M : M| Az||2 > ||z||2, ¥V x} esteja bem definido.

Herman iniciou em 1978 [5] os estudos a respeito do pardmetro de relaxacido provando que o al-
goritmo converge caso 0 < A < 2. A partir dai, vdrios trabalhos [2, 3, 7] comentam que a taxa de
convergéncia do Método de Kaczmarz pode ser acelerada através da selecdo de um bom parametro de
relaxacdo (vide [4]).

Este pardmetro de relaxacdo define como serd realizada a projecdo ortogonal em cada iteracdo do
algoritmo, por exemplo, caso A = 1 a projecio € realizada de maneira exata e gera um ponto pertencente
ao hiperplano selecionado. Porém, caso A > 1 a projecdo ortogonal vai além do ponto pertencente ao
hiperplano selecionado (forma sobrerelaxada) e, caso A < 1 a projecéo ortogonal fica em uma posicio
anterior ao ponto pertencente ao hiperplano selecionado (forma sub-relaxada).

O objetivo deste trabalho foi utilizar nosso método de escolha do pardmetro de relaxagdo e aplicar
ao Método de Kaczmarz Aleatério de Sthromer e Vershynin [7] de forma a acelerar a convergéncia
do algoritmo e comparar o seu desempenho com o Método dos Gradientes Conjugados para Equacdes
Lineares Nao Simétricas e Problemas de Minimos Quadrados (CGLS - Conjugate Gradient Method for
Unsymmetric Linear Equations and Least Squares Problems) [1].

De (1) podemos chegar, através de manipulagdes algébricas, em: [|z¥+! — 2*||3 = ||2F~1 — 2*|| +
(A =2X) [(Zk-1, =D — 2"V 4 (N Zp_1, 2 — 2V (2, Zir) + (Zg b1 — 2*))?], dado que
Z = Ai) /|| Airy ll2 foram as linhas selecionadas para o cdlculo das iteragdes do algoritmo. A fim de
obtermos (2) e (3), partimos deste resultado e avaliamos primeiro a esperanga condicional a respeito da
escolha de Z, ..., Z;,_1 e ent@o a esperanca condicional a respeito da escolha de Zy, ..., Zx_s.

, || || denota a norma de
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Para uma matriz A € C™*" de posto completo, nossas estimativas do pardmetro A sdo obtidas por:
min (A2 — 2)\) (2||A||%+220 — 2M\||A]13) (2)  min (A% —2)\) (2| A%+ — 200?). (3
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Nossos resultados numéricos apontam que a escolha entre as estimativas (2) e (3) se d4 a partir da

distancia ||zg — x*||2 ou do residuo ||b — Axgl|2. Caso seja minima, escolhemos (2), se ndo, (3).

A minimizacao (3) € otimista em relacdo a taxa de convergéncia do algoritmo e, desta forma, calcula
o parametro de relaxagdo A acreditando que o algoritmo terd uma boa convergéncia. Por outro lado,
a minimizagdo (2) € pessimista neste mesmo aspecto. Em geral minimizando (3) obtemos parametros
A > 1 e minimizando (2) obtemos \ < 1.

Utilizando o Método RK e o CGLS em um sistema Ax = b, sendo que A € C™*", b € C™,
m = 5000, n = 500, ||A]|%= 1.29 x 10, ¢ = 19.82, ||A]|2= 1.12 x 10?, a parte real dos elementos
aleatérios da matriz A e do vetor b estdo no intervalo [0, 1] e a parte imagindria estdo no intervalo [0, ¢].
Executamos ambos os algoritmos e analisamos o tempo de convergéncia do método através do erro
|xx — x*||2 utilizando, no método de Strohmer, projecdes com o valor do pardmetro igual a A = 1
(projecdes exatas do artigo original [7]) e também o valor calculado pela estimativa (3) A = 1.2358,
obtendo a Figura 1.

Analisando a Figura 1 vemos que apesar de reduzir bastante o erro em cada iterag@o, o algoritmo
CGLS se mostrou bem mais custoso do que o Método de Kaczmarz Aleatério de Strohmer. Além disso,
vemos o ganho na velocidade de convergéncia utilizando a estimativa calculada minimizando (3), que é

um resultado bastante satisfatorio.
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sendo que p = max;—1..m = min;—1._m

e o é o menor valor singular da matriz A.
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Figura 1: Comparacdo da velocidade de convergéncia do Método RK e do Método CGLS
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