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RESUMO 
 

 Um significativo esforço de pesquisa tem objetivado flexibilizar o Método dos Elementos de 

Contorno (MEC) por meio de formulações alternativas baseadas no emprego de procedimentos de 

interpolação usando funções de base radial. Isto porque muitos problemas de interesse prático não 

se expressam em termos de equações cujos operadores são autoadjuntos ou, então, a forma integral 

inversa é demasiadamente complicada.  

Nesse sentido, a primeira grande contribuição veio com a formulação com Dupla 

Reciprocidade (FDR) [2] que permitiu a simulação acessível de casos transientes, problemas de 

valor característico, resposta dinâmica e aqueles em que há fontes ou ações de domínio, 

anteriormente resolvidos de modo custoso e relativamente complexo. Não obstante os resultados 

satisfatórios, a FDR esbarra em certas imprecisões numéricas no processamento do avanço no 

tempo. 

O objetivo deste trabalho é utilizar a nova técnica de solução MECIC para resolver o termo 

integral referente à inércia na Equação de Helmhotz. O procedimento já foi empregado com êxito 

nos problemas de Poisson [1]. Esta técnica emprega um procedimento de interpolação com funções 

de base radial, similar ao processo da FDR, mas é mais geral e robusto. 

Considera-se a Equação de Helmholtz em sua forma integral inversa [2], dada por:  

𝑐(𝜉)𝑢(𝜉) + ∫ 𝑢(𝑋)𝑞∗(𝜉; 𝑋)𝑑Γ − ∫ 𝑞(𝑋)𝑢∗(𝜉; 𝑋)𝑑Γ =
1

𝑐2  𝜔𝑛
2  ∫ 𝑢(𝑋)𝑢∗(𝜉; 𝑋)𝑑Ω

ΩΓ
 

Γ
  (1) 

Na Equação (1), u(X) é o potencial escalar e q(X) sua derivada normal; 𝑢∗(𝜉, 𝑋) é a solução 

fundamental e 𝑞∗ (𝜉, 𝑋) é sua derivada normal;  𝜔𝑛 são as frequências naturais associadas. O 

coeficiente c(ξ) depende do posicionamento do ponto  com relação ao domínio físico Ω(X) [3]. 

Na MECIC, o núcleo completo da integral de domínio é interpolado na forma:  

∫ 𝑢(𝑋)𝑢∗(𝜉; 𝑋)𝑑Ω = ∫ 𝛼
𝜉 𝑖𝐹𝑖(𝑋𝑖; 𝑋)𝑑Ω = ∫ ( 𝛼𝑗Ψ,𝑖𝑖

𝑗
(𝑋))𝑑Ω =  𝛼

𝜉 𝑗 ∫ 𝜂𝑗  (𝑥)𝑑Γ
Γ

 
𝜉

 
ΩΩΩ

  (2) 

As funções de interpolação 𝐹𝑖 são funções de base radial. Para cada ponto fonte ξ, a 

interpolação dada pela equação (1) corresponde a uma varredura de todos os pontos base 𝑋𝑖 em 

relação aos pontos X do domínio, ponderada pelos coeficientes 𝛼𝑖𝜉
 . Estes coeficientes podem ser 

obtidos através da solução do sistema de equações algébricas: 

[ 𝛼
𝜉

] = [𝐹]−1 [ Λ
𝜉

] [𝐹]𝛼 = [𝐹]−1 [ Λ
𝜉

] [𝑢] (3) 

Com a discretização da equação integral, feita através de procedimentos tradicionais do MEC 

[3] e utilizando-se a equação (3), resulta o seguinte sistema de equações em forma matricial, já 

considerando a existência de pontos internos interpolantes, cujas submatrizes estão destacadas na 

expressão a seguir: 

(
𝐻𝑐𝑐 𝐻𝑐𝑖

𝐻𝑖𝑐 𝐼𝑖𝑖
) (

𝑢𝑐

𝑢𝑖
) − (

𝐺𝑐𝑐 𝑂𝑐𝑖

𝐺𝑖𝑐 𝑂𝑖𝑖
) (

𝑞𝑐

𝑞𝑖
) = 𝜔2 (

𝑀𝑐𝑐 𝑀𝑐𝑖

𝑀𝑖𝑐 𝑀𝑖𝑖
) (

𝑢𝑐

𝑢𝑖
) (4) 
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Para ilustrar, resolve-se problema simples, unidimensional e harmônico, em que os valores 

de w são acrescidos gradativamente. Duas malhas com 80 e 160 elementos de contorno lineares e 

81 e 144 pontos internos são utilizadas na simulação. A figura 1 à esquerda ilustra as características 

geométricas do problema e, à direita, o valor do erro médio percentual.   

 

Figura 1 - Características geométricas do problema e valor de erro médio obtidos. 

 

Nota-se a boa precisão dos resultados para as baixas frequências. Embora os erros cresçam 

para valores de frequência mais altos, ressalta-se que a matriz de massa gerada pela MECIC é 

multiplicada pelo quadrado destas, resultando numa participação potencialmente maior desta 

matriz com relação às matrizes de rigidez H e G. Estes resultados são bem superiores aos obtidos 

com a FDR para o mesmo espectro de variação mostrado [4]. 
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