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Resumo: Os métodos chamados de interface imersa tem tido grande estudo nos ultimos tempos,
por se tratar de métodos eficientes para a resolucao de problemas de escoamentos multifdsicos
ou com descontinuidades nas interfaces. Nesses métodos, as equagdes a serem resolvidas s$ao
discretizadas numa grade cartesiana fira. Como resultado, a fronteira do dominio nem sempre
estd em conformidade com a fronteira do dominio computacional. Isto dd origem as desconti-
nuidades no interior do dominio computacional. Na presente investigacao, usamos o método de
interfaces imersas para resolver derivadas de fungoes descontinuas com salto em algum ponto do
dominio. Foram realizadas andlises dos resultados obtidos, usando um esquema de discretizacdo
de diferencas finitas compactas de quarta ordem.
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1 Exposicao do Problema

Antes da introducao dos métodos de interface imersa (MII), Peskin [5] introduziu os métodos
de fronteira imersa para estudar o escoamento sanguineo ao redor da valvula mitral. Esses
métodos caracterizam-se por trabalhar com malhas de calculo que contém o dominio do pro-
blema, sem respeitar a fronteira, fazendo com que a imposicao das condigoes de contorno sejam
incluidas na formulagdo numérica. Um avancgo significativo nos métodos de fronteira imersa
foi feito por LeVeque e Li [2], que introduziram a ideia do método de interface imersa, e por
Wiegmann e Bube [7], que fizeram a simples, mas importante observacao, de que as técnicas
de diferencas finitas padrao falham quando aplicadas a fun¢des nao suaves porque as expansoes
de Taylor sobre os quais se baseiam sao invalidos. Em [6], os autores descrevem a solugao da
equacao de Poisson usando, assim como no presente trabalho, uma versao de quarta ordem do
método de interface imersa que mostrou resultados satisfatérios. Atuais metodologias do MII
utilizam processos iterativos quando a condigao de salto ndo tem uma expressao analitica, e um
sistema linear deve ser resolvido para cada iteracao. Para superar isso, propuseram uma versao
do método de interface imersa que lida com a condigdo de salto implicitamente, como parte
da solucao do sistema linear. A versao utilizada em [6] é adequada para a solugado da equagao
de Navier-Stokes utilizando o método de projecao, uma vez que, resolver a equacao de Poisson
consome a maior parte do tempo de processamento.

A ideia chave dos métodos de fronteira imersa é que os esquemas de diferencas finitas na
interface da fronteira imersa devem ser corrigidos, a fim de manter a precisao do esquema
numérico utilizado. Este topico sera discutido a seguir, na secao 2, apds uma breve introducao
do esquema de diferencas finitas compactas e do problema a ser resolvido. Na se¢ao 3, fizemos
um teste encontrando as derivadas de uma funcao descontinua, utilizando o MII, e apresentamos
os resultados obtidos. E na secao 4 sao apresentadas as conclusoes.
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2 Formulacao e Método

2.1 Diferencas Finitas Compactas

Para a discretizacao das equacoes, usamos um esquema de diferencas finitas compactas de
quarta ordem, que para a primeira derivada, é dado pelas equacgoes:

—17fo+9f1 +9f2 — f3

fo+3f1 = o +O(h") (1)
fa s+ iy = T2 o (2
SFU L f = 17fn — 9fN_16—h9fN—2 + N3 L oY, 3)

E para a segunda derivada:
gy = PRZSIABRIR o) 0
fyer0f gy = PIRZAENZD L o )
W+ = 39fN — 81fN71;;Z;L5fN72 —3fNn-3 + O, (6)

As equagbes acima formam o sistema tridiagonal de equagoes (7) para a primeira derivada
e (8) para a segunda derivada, que podem ser resolvidos com qualquer técnica de dlgebra linear
numérica padrao, tal como, no caso do presente trabalho, o algoritmo de Thomas, para obter a
aproximacio numérica para as derivadas f() e f(® nos pontos da malha z;.

(13 17 £ ] [ M(=1Tfo+9f1 +9f2 — f3)
1 4 1 : . :
| = 7 3(fix1—fi—1) (7)
1 41 : :
L 3L ] | (17N = 9fn-1—9fn-2+ frn-3) |
T1 11 11 /] [ 1(39fo — 81f1 +45f> — 3f3)
1 10 1 : X :
fil | = e 12(fiq1 —2fi + fi— 1) (8)
1 10 1 : :
I 1 ] | 1(39fn —81fn_1+45fN_2 —3fn_3) |

2.2 Série de Taylor para fungoes com descontinuidades

A figura 1 mostra uma funcdo f(x) com descontinuidade no ponto x = z,. Assumimos
que ela tem um salto de descontinuidade no valor da funcao ou em alguma de suas derivadas
superiores no ponto z,. Nesse caso, se x; < Iy, a série de Taylor para avaliar f(z) no ponto
Zi+1 nao pode ser feita, & menos que um termo de correcao J, seja acrescentado:

2
F(Eiss) = F) + £+ (@) 5+ o+ o )
onde
Jo = Wla+ [Flal® + 1"t + .. (10)
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Figura 1: Uma funcao f(x) com descontinuidade em z = z,,. Fonte: [1].

h =11 —x;, Kt = x;41 — 24 € [f]a representa o valor da fungio no salto, em = = x4, [f']a 0
valor da primeira derivada da func¢ao no salto, e assim sucessivamente. No caso em que z, < x;,
nao ha necessidade de corregéo, e se, r; = x, temos que definir os termos f(z;), f'(x;), ..., como
limite esquerdo ou direito, para assim, usar ou nao o termo de corre¢ao nas séries de Taylor (na
secao 2.3 discutiremos mais detalhes sobre essa escolha).

2.3 Correcao de salto no esquema de diferencas finitas

Para obtermos aproximacoes para as derivadas, um esquema de trés pontos de diferencas
finitas compactas de quarta ordem é usado. Para a primeira derivada, o esquema é dado por:

Ly fO + L 4 L £ = Ry fiot + R fi + RE firy + (LiJay — RbJag). (11)
E para a segunda derivada:
L f2 2P 4 2 fO) = R fia + R2fi + Ry for + (L3 ao — R3a0), (12)

onde o termo L; se refere aos coeficientes que aparecem do lado esquerdo (left) do esquema de

diferencas finitas e R; os que aparecem do lado direito (right).
Se o salto ocorre em z; < xo < T;jy1, I =i+ 1, tanto para a primeira quanto para a segunda

derivada, e:
Jeo = fOlat Ol + SOt + U@Ll + 5[ ONalh) + 51O (13
Ja = U0+ DLkt + SOt + gl Ot + S, (14)
Tz = Pt O + SV + SOt (15)

onde h™ = x;41 — Zq.
Se o salto ocorre em z;_1 < x4 < x;, entao I =i — 1, e temos:

Tao = ~[Ola+ Ok = SOt + S ONa(r)? = Sl + SO La(h)16)
Ja = O+ [Pk = SO + S Dah) = SO a7)
Tz =~ P+ Olah™ = SOl + 5 Oha(e), (18)
onde h™ = za — Ti_1.

No caso em que x, coincide com um ponto da malha, temos que analisar as possibilidades.
Por exemplo, se 2o = x; ¢ f(x;) = lim] ,, f(x), entdo I =i — 1 e hd necessidade da inclusio
dos termos (L}Jal — R}Jao) e (L%Jag — R%Jao). Por outro lado, se zo = zj—1 € f(z;—1) =

. + ~ ~ ’ . ~
lim,,, . f(z), entdo ndo hd necessidade de correcao.
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Finalmente, nossa discretizagao se fara da seguinte forma: nos pontos x;_1, a equagao, para
a primeira derivada, é:

Lo+ Ly 2 + LY = RL, fios + RE fio1 + RLfi. (19)

Nesse caso nao aparece o termo de correcao pois o esténcil nao intercepta a descontinuidade.
Para os pontos de malha z;, temos:

L f Y+ LD L f Y = R fi 4+ RMf + RYy foor + (LY Jar — Riag). (20)

f(x)
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Figura 2: Esquema do esténcil de diferengas finitas usado para obter os saltos. Os pontos preenchidos
de cor preta sdo pontos usados no esquema de diferengas finitas e os demais nao. Fonte: [1].

Como vimos, os termos de corregao presentes na equacao (20), Jo1 € Joo, envolvem termos
adicionais [f(™],, que podem ser obtidos da forma:

[F = Fih e — £ - (21)

onde
f}<7'n£+ = Cuf f(j + Cnypo fi+2 + Cniys fi+3 + Cniyq fi+4 (22)
1(;33,7 = C-fa T enifici ten o fica +cn g fics. (23)

Os coeficientes ¢, sao usados para determinar uma aproximacao numérica da n-ésima deri-
vada de f com uma combinagao linear de f;. Os subindices + e — indicam os limites da direita
e esquerda de z, respectivamente.

Por exemplo, no caso de [f(1)],, temos:

W = filp s = fip - (24)
onde f g)D'Jr = 0, por estar dentro da interface imersa, e
f}%,_ =c-fo ta,  ficrta, Lficota, sfistey ficata, fios (25)
E, finalmente, para o ponto z;y1, a equacao é, simplesmente:
Ji=0. (26)

Para o caso da segunda derivada, o esquema é analogo.
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3 Resultados

A solugao numérica aqui, é obtida num intervalo [0, 1], e a interface imersa é um circulo
de raio r = 0.05 centrado no ponto z. = 0.5. Um esquema compacto de quarta ordem, como
definido acima, foi usado para a discretizacao espacial, com corregoes também de quarta ordem
na fronteira imersa, mantendo assim a ordem do esquema utilizado. Dentro da interface, a
fungao f(x) é igual a zero, e fora, definimos da seguinte forma:

f(z) = cos(x), casox <z, —r,
f(z) = sen(z), casox > xz.+r. (27)

A figura 3 mostra um grafico das solugoes analitica e numérica da primeira derivada de f e
a figura 4 da segunda derivada. Pode-se observar que os resultados foram satisfatérios, ja que
a solucao numérica muito se aproximou da solugao analitica em ambos os casos. Isso pode ser
verificado melhor nas tabelas a seguir.
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Figura 3: Gréfico da primeira derivada de f encontrada analiticamente e numericamente.
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Figura 4: Grafico da segunda derivada de f encontrada analiticamente e numericamente.

A tabela 1 apresenta os resultados do estudo da convergéncia da primeira derivada de f,
comparando a solugdo numérica com a exata, ja que as derivadas (tanto primeira quanto se-
gunda) das fungoes seno e cosseno sao conhecidas. Esses resultados nos mostram que o método
foi de quarta ordem e a andlise dos erros foi satisfatoria, ja que o valor resultante das normas
utilizadas diminuem conforme aumentamos o valor de N. A tabela 2 contém os resultados da
segunda derivada onde os resultados obtidos convergiram entre terceira e quarta ordens de pre-
cisao. Em ambos os casos foram feitos testes com valores distintos de N e para o célculo da
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ordem (ver [3]), o erro maximo absoluto é calculado nas normas L1, Lo e Lo, que sdo dadas por:

1 N
o=k (z E> , )
Lo = (29)
Lo = (30)
onde E; = | fhymerica — fexatal-

N Norma L ordem Norma Lo ordem Norma Ls

20 5.749447e-08 - 1.304250e-07 - 5.513702e-07

40  2.033028e-09 4.821721 5.471831e-09 4.575052 3.278419e-08 4.071949

80  8.855033e-11 4.520989 2.399628e-10 4.511141 1.995444e-09 4.038219

160 4.516857e-12  4.293107 1.089794e-11 4.460684 1.229977e-10 4.020006

320  2.522935e-13  4.162144 5.200797e-13  4.389178 7.735146e-12  3.991059

Tabela 1: Ordem de convergéncia da primeira derivada

N Norma L ordem Norma Lo ordem Norma Ly,

20  3.785258e-06 - 1.277930e-05 - 5.632436e-05

40  2.065716e-07 4.195678 1.065683e-06 3.583959 6.688130e-06 3.074084

80 1.198332e-08 4.107543 7.914397e-09 3.530919 8.134906e-07 3.039405

160 7.160512e-10 4.064821 1.089794e-11 4.460684 9.957979e-08 3.030201

320  5.645665e-11  3.664847 7.084649e-10 3.481711 1.258317e-08 2.984358

Tabela 2: Ordem de convergéncia da segunda derivada

4 Conclusao

Um método de interface imersa de alta ordem para encontrar derivadas de funcgoes des-
continuas numericamente, foi apresentado. Ao obtermos tais derivadas usando o método de
interface imersa juntamente com derivadas compactas de quarta ordem, mostramos que a pre-
cisao do método numérico obtida foi de quarta ordem para a primeira derivada e entre terceira
e quarta ordem no caso da segunda derivada. A solugao numérica se aproxima bem da solugao
analitica, mostrando que o método foi satisfatorio, e os resultados estao compativeis com o

esperado.
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