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Resumo: E sabido que o emprego de formulacdes mistas € mais apropriado para simulagoes
de fluxos em meios nao homogéneos do que o modelo cldssico em termos apenas da pressao.
Tais formulacdes tem como caracteristica a aprorimacdo simultanea dos campos de pressdo e
velocidade, podendo fornecer boas solugoes numéricas para esses campos ao mesmo tempo em
que garante a conservac¢ao local de massa. No entanto para adotar tal estratégia € mecessdria
a construcao de bases para subespacos de elementos finitos do tipo Hdiv para o fluzo que sejam
balanceados com subespagos de elementos finitos para a pressao. Em [2] foi apresentada uma
sistemdtica de construcdao de bases para subespacos de Hdiv usando funcoes vetoriais polinomiais
de grau uniforme em malhas triagulares e quadrilaterais. O presente trabalho tem como objetivo
apresentar o desempenho das aprorimacgoes construidas na presenca de refinamentos h e p em
malhas irrequlares.
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1 Introducao

Os métodos mistos sao conhecidos por utilizarem mais de um espago de aproximagao em sua
formulacao. Tal técnica é adotada quando se deseja aproximar simultaneamente duas ou mais
varidaveis de interesse. Se considerarmos um problema eliptico, como o descrito por um problema
de Darcy, podemos fazer uso dos métodos mistos com o intuito de se aproximar, simultanea-
mente, as varidveis de pressao e velocidade. Para um bom desempenho deste tipo de abordagem
¢é necessario um balanceamento entre os espacos envolvidos. No caso do problema de Darcy,
procura-se que o espago de aproximagao associado a varidvel de fluxo (espago HDiv) e o espago
de aproximacao associado a pressao, sejam balanceados.

Em [2] foi estabelecida uma sistemdtica para construgao de funcoes de base bidimensionais
para subespacos de elementos finitos V};, C Hdiv. A sistematica consiste em multiplicar fungoes
escalares ¢ do tipo H!, desenvolvidas em [1], por vetores v, convenientemente construidos,
gerando fungoes vetoriais u = pv.
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A particularidade desta construcao estd no fato de que o campo vetorial é construido
baseando-se na geometria de cada elemento da particdo, ndo no elemento mestre (ou de re-
feréncia), o que evita problemas com orientacao de vetores. As caracteristicas de conformidade
para funcdes de H' das funcdes de base ¢, em conjunto com os aspectos especificos do campo
vetorial, possibilitam a validagdo da condigao fundamental dos espacos do tipo Hdiv que é a
continuidade da componente normal nas interfaces dos elementos.

Uma vez criadas funcoes de base para subespacos do tipo HDiv, é necessério estudar seu ba-
lanceamento com o espaco de aproximagao associado a variavel de pressao. Os testes numéricos
apresentados em [2] mostram que, para malhas triangulares uniformes, um tipo de balancea-
mento é conseguido se a ordem polinomial k adotada para um subespaco de aproximacao Hdiv
para a varidvel de fluxo for uma ordem a mais se comparada com aproximacoes em L? para
variavel de pressao. Em tal caso, os pares de espagos de aproximacao sao denotados por Py Pr_1.
Para malhas quadrilaterais, é necessario enriquecer o espaco de fluxo com algumas funcées, con-
venientemente escolhidas, de modo a manter o balanceamento entre os espacos. Adotando-se
ordem k para pressao, para o subespaco associado ao fluxo acrescentam-se algumas funcgoes de
ordem k + 1 associados aos graus de liberdade internos ao elemento, denotados por Q;: Or. O
objetivo do presente estudo é verificar se esse balanceamento se mantém no contexto de malhas
nao uniformes com refinamentos dos tipos h e p.

2 Problema modelo

Considera-se o problema modelo de encontrar p tal que

Ap = f, em Q=10,1]? (1)
p = 0 em 99
cuja solucao analitica é dada por
p(z,y) = sin(mz)cos(my),
u(z,y) = —Vp=(——cos(rx)cos(ry),sin(ry)sin(rz))T.

A formulacdo mista associada a tal problema é dada por: Encontrar (u,p) € Hdiv x L? tal

que
u = Vp em ,

div(u) = [ em Q, (2)
P = 0 em 0N

Considerando V;, ¢ H(div) e Y}, C L? subespacos de aproximacdo, o problema discreto
associado a (2) consiste em: Encontrar (up,pp) € V3 x Y}, tal que

{ a(up,vp) +b(vh,pr) = 0 Vvy €V, 3)
b(vh,wh) = fh th S Yh.

Consideram-se subespacos baseados em dois tipos de malhas, uniforme e nao uniforme. Para
as malhas nao uniformes, o padrao de refinamento adotado é ilustradado na Figura 1.

3 Experimentos Numéricos

Os experimentos numéricos apresentados a continuacao foram implementados no NeoPZ
(www.labmec.org.br /wiki/neopz/start), uma plataforma de cédigo aberto, formada por um con-
junto de classes, idealizadas para permitir o desenvolvimento de cédigos de elementos finitos com
muita flexibilidade, permitindo refinamentos do tipo hp, em que foram incorporados os espagos
de aproximagcao do tipo Hdiv mencionados.
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(a) Malha triangular (b) Malha quadrilateral
Figura 1: Malhas nao uniformes

A Figura 2 apresenta os resultados obtidos usando malhas triangulares com refinamento
do tipo h, para diferentes ordens polinomiais. O grafico apresenta a relagao entre o log(h) pelo
log(erro), sendo h o espacamento da malha e o erro calculado na norma L2. As linhas tracejadas
indicam os resultados para malhas nao uniformes, ou seja, para refinamentos cujo padrao é como
ilustrado na Figura 1 (a), enquanto que as linhas continuas indicam malhas uniformes.

E possivel observar que a taxa de convergéncia para a varidvel de fluxo u é uma ordem a
mais, se comparada com a da pressao p e que as taxas de convergéncia nao foram alteradas com
a utilizacao de malhas nao uniformes. Mais do que isso, observa-se que o erro nas aproximagoes

com malhas triangulares nao uniformes é um pouco menor se comparado com os resultados da
malha regular.
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Figura 2: Taxas de convergéncia para malhas triangulares com refinamento do tipo A
A Figura 3 apresenta os resultados obtidos com uma malha triangular com um refinamento

uniforme na ordem polinomial, ou seja, mantém-se fixa a malha (uniforme ou nao) e varia-se a or-
dem polinomial £ do elemento. O resultado apresentado mostra a relacao, em escala logaritimica,
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do ntmero de graus de liberdade pela norma L? do erro. Observa-se um comportamento do tipo
exponencial, como esperado para este tipo de refinamento.
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Figura 3: Taxas de convergéncia para malhas triangulares com refinamento na ordem polinomial.

A Figura 4 mostra as taxas de convergéncia utilizando malhas quadrilaterias. Assim como
no caso triangular, as linhas tracejadas indicam o uso de malhas nao uniformes enquanto que
linhas continuas indicam malhas uniformes.

De acordo com o grafico, é possivel observar que as taxas de convergéncia para fluxo e
pressao sao de mesma ordem. Tais resultados se justificam uma vez que o fluxo é aproximado
por funcoes polinomiais de ordem k enriquecidas apenas com algumas fungoes de ordem k + 1.
Observa-se ainda que, mesmo usando malhas nao uniformes, a taxa de convergéncia mantém-se
a mesma, sendo possivel ainda observar que o erro nas malhas ndo uniformes é ligeiramente
menor se comparado com as malhas uniformes.
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Figura 4: Taxas de convergéncia para malhas quadrilaterais com refinamento do tipo h
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4 Conclusao

Foi implementado um A refinamento em malhas uniformes e nao uniformes para espacos de
aproximacao para a formulagdo mista e foi observado que tanto para malhas quadrilaterias
quanto triangulares a taxa de convergéncia manteve-se a mesma, o que mostra a consisténcia do
refinamento h para os subespacos adotados.

Observou-se ainda que, tanto para o fluxo quanto para a pressao, o erro absoluto nas apro-
ximagoes baseadas em malhas quadrilaterias (com refinamento uniforme ou nao) é menor se
comparados com as malhas triangulares.

Aplicou-se ainda testes para verificar a consisténcia dos subespacos desenvolvidos com relagao
ao refinamento da ordem polinomial. Os resultados numéricos mostram um decaimento do erro
na norma L? do tipo exponencial, de acordo com o apresentado na literatura.

Na continuagao, pretende-se avaliar também o comportamento de tais subespagos quando
uma distribui¢ao nao uniforme das ordens de aproximagcao é utilizada (refinameno do tipo hp) .
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