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Abstract This paper presents a methodology for the Nonlinear system identification of a Wiener type model, using methods 

for subspaces and polynomials of Chebyshev. The subspace methods used are MOESP and N4SID. A simulated example is pre-

sented to compare the performance of these algorithms. 

Keywords System identification, structure of Wiener, Subspace identification. 

Resumo Neste artigo é apresentada uma metodologia para a identificação de um sistema não linear do tipo Wiener, usando 

métodos por subespaços e polinômios de Chebyshev. Os métodos por subespaços usados são MOESP e N4SID. Um exemplo 

simulado é apresentado para comparar o desempenho destes algoritmos. 

Palavras-chave Identificação de sistemas, Estrutura de Wiener, Identificação por subespaços.

1    Introdução 

A maioria dos processos industriais é não linear, mas 

a planta pode ser identificada com modelos lineares, 

se eles forem linearizados em torno de um ponto de 

operação. No entanto, há sistemas não lineares que 

têm dinâmica complexa, não sendo possível aproxi-

má-los por sistemas lineares. Um modo de contornar 

este problema é restringir a operação do processo em 

certa faixa, em que o sistema tenha comportamento 

linear. Um caso típico são as válvulas de controle, as 

quais podem ter um comportamento linear se traba-

lharem, por exemplo, na faixa de 10% a 90% de 

abertura. No entanto, em muitos casos práticos é pre-

ciso que o sistema opere dentro da faixa de saturação, 

motivo pelo qual o modelo deve refletir esta não li-

nearidade. A necessidade de descrever de forma mais 

precisa o comportamento não linear de sistemas reais 

levou à busca de representações não lineares usando 

métodos de séries funcionais, como as séries de 

Volterra [Volterra, 1959]. A desvantagem delas é a 

complexidade computacional, a dificuldade de incor-

porar informações a priori e de interpretar e estimar 

características físicas do processo a partir do modelo 

[Billings, 1980]. Como opção para esses problemas, 

Billings (1980) propôs os sistemas orientados a blo-

cos, em que se separa o modelo em um subsistema 

linear dinâmico e um não linear estático. Dependendo 

da posição dos blocos, o modelo não linear é chama-

do de sistema de Hammerstein ou de Wiener. Para 

essas representações, Billings (1980) sugeriu novas 

pesquisas para simplificar e estender a aplicação de 

tais métodos. Uma das vantagens de se usar modelos 

por blocos na identificação de sistemas não lineares é 

poder usar técnicas de identificação linear já consoli-

dadas, como os métodos por subespaços. 

A identificação de sistemas para modelos do tipo 

Hammerstein ou Wiener vem sendo pesquisada nos 

últimos anos [Greblicki; Pawlak, 1991], [Zhu, 1999], 

[Pearson; Pottmann, 2000], [Bloemen; at al, 2001], 

[Saha; at al, 2004], [Biagiola; Figueroa, 2011]. 

Recentemente os métodos de identificação por subes-

paços têm sido propostos para identificar modelos do 

tipo Wiener e Hammerstein [Westwick; Verhaegen, 

1996], [Lovera; at al, 2000], [Goethals; at al, 2004]. 

Este artigo busca avaliar o desempenho dos 

métodos MOESP (Multivariable Output-Error State 

sPace) e N4SID (Numerical algorithms for Subspace 

Satate Space System Identification), usando os 

polinômios de Chebyshev, na identificação de um 

modelo de Wiener para um sistema em malha aberta. 

2   Identificação determinística por subespaços 

Os modelos por subespaços estão relacionados com 

sistemas e modelos da forma  

kkk BuAxx  (1) 

kkk DuCxy  (2) 

onde os vetores 
m

ku   e 
l

ky   são, respecti-

vamente os valores medidos das entradas e saídas no 

instante k  dos processos com m  entradas e l

saídas. O vetor 
n

kx   é o vetor de estados do 

processo em tempo discreto no instante k . A , B , 

C e D  são matrizes de dimensões apropriadas. 
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2.1 Problema da identificação determinística 

Dado um conjunto de entradas ku e saídas ky , 

determine a ordem n  do sistema desconhecido e as 

matrizes ),,,( DCBA [Van Overschee; De Moor, 

1996]. 

2.2 Solução ideal 

As Eq. (1) e (2) podem ser expressas na forma 

matricial 

















 

k

k

k

k

U

X
θ

Y

X 1
 (3) 

onde 









DC

BA
θ  corresponde aos parâmetros 

desconhecidos. A equação (3) pode ser interpretada 

como um modelo de regressão. Se na equação (3) as 

matrizes 1kX , kY , kX  e kU são dadas, então o 

parâmetro desconhecido θ  pode ser calculado pelo 

método dos mínimos quadrados, isto é: 
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onde ̂  denota a estimativa de   e 
2

.
F

 denota a 

norma de Frobenius de uma matriz. Da equação (4), 

resulta: 
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           (5) 

Então, em um caso ideal, quando se tem os dados de 

entrada, saída e a seqüência de estados para dois 

instantes de tempo sucessivos k e k +1, a identifica-

ção do parâmetro θ  na equação (3) é trivial. No en-

tanto, na prática, 1kX e kX  não são conhecidos e 

têm que ser estimados a partir dos dados de entrada e 

saída. Isto é um ponto importante nos métodos de 

identificação por subespaços. A diferença entre estes 

métodos reside na forma de como obter a sequência 

de estados estimados. 

2.3 Equações matriciais 

Fazendo iterações sucessivas na equação (1)-(2), 

obtém-se a seguinte equação matricial 

ffnf HUXY   (6) 

onde o símbolo f  denota dados futuros e p dados 

passados. n  é a matriz de observabilidade estendida 

e é definida por 

 TTnTT

n CACAC )()( 1   (7) 

A matriz H  é definida como em [Van Overschee; 

De Moor, 1996]. Os dados passados e futuros das 

matrizes em blocos de Hankel são definidos por: 
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De forma similar são definidas as outras matrizes 

fU , pY , fY  e pW . 

A sequência de estados kX  pode ser computada 

usando projeção ortogonal ou projeção oblíqua, para 

maiores detalhes ver [Borjas; Garcia, 2012]. 

2.4 Método MOESP e método N4SID 

Os métodos de identificação por subespaços 

mais usados são MOESP e N4SID. O método 

MOESP soluciona o problema da identificação deter-

minística aplicando certa projeção ortogonal na equa-

ção (6), obtendo-se uma aproximação da matriz de 

observabilidade estendida n , a partir da qual se 

computam as matrizes A e C . Para calcular as 

matrizes B  e D  vide [Verhaegen, 1994]. 

Para solucionar o problema da identificação 

determinística, o método N4SID aplica certa proje-

ção oblíqua na equação (6), obtendo-se uma aproxi-

mação para a sequência de estados 1kX  e kX . As 

matrizes do sistema (A,B,C,D) são aproximadas 

usando a equação (5). Para maiores detalhes vide 

[Van Overschee; De Moor, 1996]. 

3  Polinômios de Chebyshev  

Muitos pesquisadores usam os polinômios de 

Chebyshev junto com outra estrutura de modelo para 

identificar sistemas não lineares, dentre os quais se 

pode citar [Namatame; Ueda, 1992], [Shingu; at al, 

1997], [Prata; Kot, 2002], [Purwar, at al, 2003]. Os 

polinômios de Chebyshev são definidos por [Rivlin, 

1990] 

 )(coscos)( 1 xnxTn

  (8) 

para 1x  e 0n . Estes polinômios são ortogo-

nais para )/2cos( Nixi  com 1,..,1,0  Ni . 

Os polinômios de Chebyshev de primeira ordem são 

definidos pela relação recursiva: 

)()(2)( 11 xTxxTxT nnn    (9) 

Da equação (9) tem-se que 1)(0 xT  e xxT )(1 , 

portanto )(xTn  é um polinômio de grau n  com 

coeficiente dominante 
12 n

, quando 1n . 
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Seja a função 

),( nyfz kk   (10) 

onde f é uma função não linear definida no intervalo 

[a,b]. Usando (9), a equação (10) pode ser 

representada por 

)(..)(00 knnkk yTcyTcz   (11) 

  

onde n representa a ordem do polinômio e ic  

representa as coordenadas da função f. No caso que 

seja conhecido o vetor ])()....([ 0 knk yTyTT  , é 

possível obter uma estimativa da função não linear, 

sendo que suas coordenadas são estimadas de 

ki zTc  ][  (12) 

  

Na equação (12) o símbolo + representa a Pseudo 

Inversa de Moore-Penrose. 

4  Modelo de Wiener 

Os modelos por blocos interconectados são estruturas 

eficientes na modelagem de sistemas não lineares. 

Uma estrutura de Wiener é composta por um bloco 

linear dinâmico e um bloco não linear estático, 

conforme indicado na Figura 1. 

 

 

 

 

 

Figura 1. Modelo de Wiener. 

onde ku e kz representam os sinais de entrada e saída 

do sistema, respectivamente. (*)G  representa o blo-

co dinâmico linear e (*)F o bloco estático não-

linear. 

O modelo em espaços de estados de um sistema de 

Wiener é representado pelas equações (1) - (2) e 

kkk vyFz  )( . kv é ruído branco com média 

zero. 

4.1 Problema da identificação não linear 

Dado um conjunto de dados de entradas ku e 

saídas kz , determine uma estimativa para (*)G  e 

(*)F . 

5   Identificação do modelo de Wiener usando 

métodos por subespaços e polinômios de 

Chebyshev 

Esta secção apresenta uma metodologia para se obter 

uma representação do modelo de Wiener a partir dos 

dados de entrada e saída. A grande dificuldade para 

se obter a representação do modelo de Wiener está na 

necessidade de estimar a função (*)F  a partir dos 

dados de entrada e saída, não se tendo disponível o 

sinal intermediário ky . A metodologia consiste dos 

seguintes passos: 

1. Dado um conjunto de entradas ku e saídas kz , 

determine uma estimativa para (*)G . 

2. Dado o sinal de entrada ku e o sistema linear 

estimado (*)G , determine uma estimativa para 

kk yy ~ . 

3. Dado o sinal estimado ky~  e o sinal de saída 

)(kz , determine uma estimativa para a função 

não linear (*)F . 

4. Validar os modelos. 

O bloco linear (*)G  é estimado usando a identifi-

cação por subespaços, descrita na Seção 2. A não 

linearidade estática (*)F pode ser estimada através 

de séries de Taylor, ajuste de curvas, aproximação 

polinomial ou ferramentas de otimização. Visando se 

ter um erro mínimo de aproximação, são usados neste 

trabalho os polinômios de Chebyshev descritos na 

Seção 3. A ordem n  dos polinômios de Chebyshev é 

definida pelo usuário. 

6   Simulações, resultados e discussões 

Nesta seção é apresentada a identificação em malha 

aberta para um exemplo simulado aplicando a 

metodologia proposta, tratando-se de um caso SISO 

com estrutura de Wiener. O detalhamento deste 

exemplo simulado pode ser encontrado em [Wigren, 

1994]. A função de transferência da parte linear do 

sistema de Wiener é dada por 

6703.0375.1

1379.01578.0
)(

2 




zz

z
zG  

A função não linear apresenta uma estrutura 

conhecida como saturação, como mostra a Figura 2 e 

é definida por 

















5.05.0

5.15.0

5.15.1

)(

y

yy

y

yF  

Dada as funções )(zG  e )(yF , o passo seguinte é 

coletar os dados de entrada e saída. Estes dados são 

gerados usando os seguintes comandos do Matlab: 

N=2000; (número de dados a coletar) 

ny=1; (número de saídas) 

a=1; b=1; (a= media e b= desvio padrão) 

u=a + b.*randn(n,m); 

y=dlsim(num,dem,u); 

z = (y<.5)*.5+((y>=.5)&(y<=1.5)).*y+(y>1.5)*1.5; 

G(*)  
ku  kz  

F(*)  ky  
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Figura 2. Representação da função não linear F. 

Foram coletados 2000 pontos de entrada u e saída y, 

dos quais 1500 foram usados na identificação e o res-

tante na validação. Um trecho dos sinais pré-tratados 

usados na identificação é mostrado na Figura 3. Ago-

ra deve-se encontrar um modelo que determine a 

melhor estimativa para a função (*)G . Neste traba-

lho são usados os modelos MOESP e N4SID, em que 

MOESP, denota o algoritmo MOESP (caso determi-

nístico) implementado por Michael Verhaegen e 

N4SID se encontra como Toolbox do Matlab. 
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Figura 3. Parte dos dados de entrada u e saída y usados na 

identificação. 

A ordem 2n  mostrada na Figura 4 é dada pelos 

valores mais significativos da matriz S , a qual é 

obtida da SVD (decomposição em valores singulares) 
de certas projeções oblíquas ou ortogonais, 

dependendo do algoritmo sendo aplicado 

[Overschee; De Moor, 1996]. 

As matrizes do sistema linear obtida pelo método 

N4SID são dadas pelo seguinte algoritmo: 

th=n4sid([ze ue],1:10,1,30,[1,0,0])  
[An,Bn,Cn,Dn]=th2ss(th); 






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
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


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
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0162.0

0074.0
,

5072.04622.0

4742.08283.0
nn BA  

   004-1.5961e,7484.17560.14  nn DC

As matrizes do sistema linear obtidas pelo método 

MOESP são dadas pelo seguinte algoritmo: 

[S,R]=dordpo(ue,ze,30);  

[Am,Cm]=dmodpo(R,2) 

[Bm,Dm]=dac2bd(Am,Cm,ue,ze) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figura 4. Valores singulares da matriz S. 


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A estimativa da saída linear é dada por: 

my~ =dlsim(Am,Bm,Cm,Dm,u(1:1500,:)); 

ny~ =dlsim(An,Bn,Cn,Dn,u(1:1500,:)); 

para os casos MOESP e N4SID, respectivamente. 

O passo seguinte é estimar a função não linear 

(*)F , usando a saída estimada do sistema linear e a 

saída kz  do modelo de Wiener. Esta estimativa é da-

da pelos polinômios de Chebyshev, para n=13. A 

estimativa de Cn (e Cm), coeficientes da função não 

linear usando a saída kz  e entrada ny~  (e entrada 

my~ ) é: 

Cn=[-0.0261  0.6269  0.0513 -0.1922 -0.0378 

         0.0975  0.0364 -0.0402 -0.0233  0.0419 

         0.0212  0.4628  1.2214] 

Cm=[-0.0245  0.6247   0.0468  -0.1954  -0.0358 

          0.0988  0.0335  -0.0407  -0.0220   0.0464 

          0.0211  0.4617   1.2350] 

Para se avaliar a qualidade do modelo, aplicam-se 

indicadores de desempenho, dentre os quais a média 

da variância relativa (MVAF), definida por: 











 


N

i z

zz

l
MVAF

1

100.
)var(

)ˆvar(
1

1
(%)

 

   (13) 

onde z  é a saída real e ẑ  a saída estimada pelo 

modelo obtido. O índice MVAF é usado pelo SI 

(System Identification) Toolbox do Matlab. Este 

índice de desempenho é empregado para avaliar a 

qualidade do modelo produzido por cada algoritmo, 

como mostra a Tabela 1. 
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Tabela 1. Resultados numéricos do desempenho dos algoritmos. 

Algoritmos MVAF auto- 

validação (%) 

MVAF validação 

cruzada (%) 

MOESP 99.6716 99.6416 

N4SID 99.4703 99.4137 

Através dos dados apresentados na Tabela1, percebe-

se que o modelo MOESP superou o modelo N4SID 

na autovalidação e na validação cruzada, motivo pelo 

qual se utiliza este modelo para identificar o sistema 

de Wiener. 

A relação entre a saída estimada linear e a não linear 

F(y) é mostrada na Figura 5. A linha contínua azul 

representa o polinômio de Chebyshev para n=13. 
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Polinomio de Chebyshev

Função não linear

Figura 5. Comparação da função não linear real versus a estimada 

para dados sem ruído. 

A Figura 6 mostra a saída do processo real (linha 

contínua) e aquelas geradas pelo polinômio de 

Chebyshev usando como entrada a saída do modelo 

MOESP (linha tracejada). Observa-se que o modelo 

identificado reproduz muito bem as principais 

características do processo. Foram consideradas 

condições iniciais nulas. 
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Figura 6. Saída real do processo e saída simulada usando o 

polinômio de Chebyshev. 

A coleta de dados do processo real está sempre 

afetada por ruído. Então se agregou 3% de ruído aos 

dados de entrada e saída: 

ur = u + 0.03*std(u)*randn(size(u)); 
y = dlsim(num,den,ur); 
zr = z + 0.03*std(z)*randn(size(z)); 

Para este caso, a ordem do sistema linear é n=2 e a 

ordem do polinômio de Chebyshev é n=10. O 

resultado da simulação é mostrado na Tabela 2 e a 

relação entre a saída estimada linear e a não linear 

F(y) é mostrada na Figura 7. A linha contínua azul 

representa o polinômio de Chebyshev. 

Tabela 2. Resultados numéricos dos algoritmos com 3% de ruído. 

Algoritmos MVAF auto- 

validação (%) 

MVAF validação 

cruzada (%) 

MOESP 99.4344 99.3653 

N4SID 99.3426 99.3188 

Analisando-se os valores da Tabela2, o modelo 

MOESP teve melhor desempenho. 
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Polinomio de Chebyshev

Função não linear

Figura 7. Comparação da função não linear real versus a estimada 

para dados com 3% de ruído. 

7   Conclusão 

Neste trabalho foi mostrada uma metodologia para a 

identificação de um sistema tipo Wiener usando 

métodos por subespaços e polinômios de Chebyshev. 

Um exemplo simulado do tipo Wiener é apresentado 

usando essa metodologia. Para este exemplo simula-

do, o método MOESP teve melhor desempenho na 

identificação do bloco linear em relação ao modelo 

N4SID, de acordo com o critério MVAF. A partir das 

Tabelas 1 e 2 e das Figuras 5 e 6 pode-se visualizar 

que os polinômios de Chebyshev aproximam muito 

bem a função não linear onde os dados são avaliados. 
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